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Rezumat: In prezenta lucrare am surprins nivelurile de stres in cazul adolescentilor, efectele acestuia si am
identificat si analizat o serie de solutii in privinta acestei probleme, aflata in crestere, studiind efectul unor factori
de stres din viata de elev, precum examenul de evaluare nationald, adaptarea la ciclul liceal sau supraincarcarea
curiculumui scolar la clasele bilingve. Nivelul cel mai mare de stres a fost inregistrat la elevii mai mari, din clasa
a X-a, care aveau programa scolard indrcatd, insa au dovedit o mai bund gestionare a acestuia. Solutiile propuse
de noi in urma prezentului studiu au fost legate de adaptarea programei scolare si a modul de desfasurare a orelor
in beneficiul elevilor.

Cuvinte cheie: adolescenta, elevi, mentalitate, sanitate mentala, stres, Welltory

INTRODUCERE

Psihologia considera ca fenomenul stresului are loc cand o persoana percepe o cerere externa
ce 1i depaseste aria capabilitatii de a o gestiona [25]. Prin urmare, solicitarea in sine si analiza stresului
tine de individualism, natura factorului, resursele disponibile si capacitatile personale, care, impreuna
cu prezumtiile rezultatelor, sunt cele ce determind daca si cum este stresul experimentat. Interpretarea
calitatii de ,,stresant” poate fi atribuitd exclusiv relativ, astfel eticheta nefiind echivalentd pentru
fiecare individ.

Termenul de natura medical-psihologica ,,stres” a fost pentru prima data introdus in vocabularul
medical de cdtre cercetatorul austriac Hans Selye [14]. Autorul teoriei stresului a identificat doua
tipuri de stres, si anume eustres (stres benefic) si distres (stres daunator) [4].

Ulterior disparitiei amenintdrii, indiferent de natura sa reald sau imaginard, centrii nervosi si
fizicul ar trebui sa intre Intr-o stare de relaxare. Ritmul alert al stilului contemporan de viata abordat
de omul modern insad aduce, in calitate de consecintd ocazionald, cazuri in care individul uita sa se
mai relaxeze, astfel, prin inductie, fiind favorizate aparitia si mentinerea stresului [2].

Conceptul se imparte in doud ramuri: stresul acut si stresul cronic, cel dintai reprezentand starile
comune si scurte, iar cel din urma fiind stadiul avansat, repetitiv si intens, care predispune individul
la consecinte de o gravitate crescuta din punct de vedere al starii de sanatate [5]. De asemenea, exista
un caz particular, intalnit in situatii limita — reactia de tipul ,,Luptd sau fugi”. Stresul acut a fost
introdus de Selye ca ,,Sindromul General al Adaptarii” si are trei etape: 1. Reactia de tip alarma; 2.
Rezistenta; 3. Epuizarea [14,19,20].

Factorii de stres (stresorii) se clasifica in externi (relatiile interumane, noi experiente si
schimbadri, institutia de Tnvatdmant) si interni (pesimismul, lipsa increderii in sine, dificultati de
adaptare, gandire inflexibild) [6]. Stresorii cronici sau de lunga duratd se distind de evenimentele
acute din viata in functie de natura lor continua si persistenta pe o perioada prelungita de timp [3, 8].
Existd un mecanism de corelare intre sistemul cardiovascular cu metabolismul bazal in amigdala
cerebrala [17].

Rohleder rezuma dovada ce denota ca stresorii cronici sunt asociati cu o gama vasta de boli si
afectiuni, precum boli cardiovasculare, rezistenta la insulina sau raspunsuri psihologice la stres (furie
sau anxietate) [3,12]. Date epidemiologice aratd ca stresul cronic prezice aparitia bolii arteriale
coronariene (BAC). Angajatii care experimenteaza stres legat de locul de munca si indivizii care sunt
izolati social sau singuratici prezinti un risc crescut de un eveniment BAC. In aditie, stresul de durati
scurtd, cauzat de stresori emotionali, poate declansa probleme cardiace in cazul indivizilor cu
arterioscleroza avansata [13].

Interventiile de gestionare ale stresului utilizeaza strategii minte-catre-corp si corp-catre-minte
pentru a reduce efectele stresului cronic [7].
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In situatii stresante, suntem prinsi de ganduri si sentimente dificile si suntem indepartati de
valorile noastre. Comportamntul nostru se schimba si deseori facem lucruri care ne ingreuneza viata
[5]. When cortisol levels are elevated, Cand nivelurile de cortizol sunt elevate, acestea pot accesa si
interfera cu procesele cognitive care se ocupa cu atentia, memoria si procesarea emotiilor [10].

Reactiile individului si ale organismului la stres Se incadreaza pe patru planuri:
comportamentale (irascibilitate, abuz de substante daunatoare, schimbari de alimentatie), cognitive
(probleme de concentrare, de atentie, emiterea unor judecdti de valoare gresite), emotionale
(ingrijorare, suparare, anxietate, furie), fizice (oboseala, dureri de cap, probleme digestive, lipsa
energiei) [15].

Se semnaleaza astfel o conceptie despre raportul dintre psihic si fizic in termenul unei relatii de
codependenta, in care psihicul isi impune adesea dominanta — mintea poate cere orice trupului si
acesta trebuie sd o urmeze, fiind, de fapt, impreund in suferintd in aceste cazuri—, Insa prezinta
reflexiile fizicului de asemenea [20]. Imaginatia e rcunoscuta in cercetare ca fiind o interventie
importantd a sandtdtii mentale in tratarea stresului, anxietdtii si insomniei, prin imagini mentale
pozitive, precum un scenariu sau loc calm, placut, frumos si confortabil [9].

Conform elevilor, perioada adolescentei cuprinde in vastitatea sa de experiente o multime de
provocari a caror trasaturi pot induce stari de stres, adesea puternice, iar caracterele tinerilor inca in
dezvoltare, alaturi de schimbadrile interioare si exterioare ce au loc in corpul si 1n jurul lor au tendinta
atat sa amplifice, cat si sa impuna dificultati sporite pe diverse planuri ale vietii lor, Intr-o maniera
directa si indirecta. Scoala are o influentd demna de luat in considerare in impactul stresului,
implicand o multime de experiente solicitante, fie din punctul de vedere al activitatii de studiu, fie
fiind vorba despre viata sociala.

In studiul de fata am identificat si masurat la adolescenti propria lor opinie si perspectiva asupra
stresului, precum si nivelurile unor procese vitale. In final, rezultand tot din experienta personali a
elevilor, dar si din recomandarile unor profesori, printre care inclusiv consilierul scolar, am propus
unele solutii de ameliorare a acestuia.

MATERIALE SI METODE

Subiectii luati in studiu au fost 71 de adolescentii, cu varsta cuprinsa intre 14-16 ani, elevi in
diferite clase de gimnaziu sau liceu, fiecare supus unui posibil factor de stres specific: clasa a opta,
care urmeaza sa sutina examenul de Evaluare Nationala (EN), clasa a noua, Stiinte ale Naturii, care
trece printr-un intens proces adaptativ, si clasa a zecea, Matematica-Informatica Bilingv Engleza
(alesi datoritd intensitatii si cantitatii cerintelor de la scoald).

Instrumentul utilizat a constat dintr-un chestionar elaborat in Google Forms, care reflecta
propriile opinii ale elevilor in legatura cu implicarea stresului in viata lor, cu factorii ce 1l cauzeaza
in multiple categorii si cu propriile considerente asupra unor modalitati optime de evitare/prevenire a
stresului. Am conceput chestionarul axandu-ne pe conceptele din viata adolescentilor, atat legate de
scoala, cat si de viata personald, corelate cu stresul si prin analiza unor chestionare standardizate [1,
11, 16] utilizate in studii pshiologice. Metoda anchetei cu ajutorul chestionarului a fost insotita de
masurarea valorilor de stres, energie, stare generald a corpului, bataile inimii si concentrarea prin
programul Welltory (https://welltory.com/) (Fig. 1), o aplicatie gratuita, atat pe dispozitivele Android,
cat si pe cele IOS si care poate fi asociata cu alte dispozitive specializate sau alte programe pe tematica
analizei stérii de sanatate.

Graficele au fost realizate in programul Chartle (https://www.chartle.com/).
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Figura 1. Mod de utilizarea programului Welltory.
REZULTATE SI DISCUTII

In functie de clasa, respectiv de tipul de factor de stres, intre 38,6% si 44,6% dintre elevi
consider ca au un nivel mediu de stres, iar 44-45% au afirmat ca sunt stresati intr-un cadru relaxant.
(Fig. 3). Nivelul stresului pentru elevii de clasa a X-a atinge cotele maxime intre cele trei, apropiindu-
se de nivelul general de stres al unui individ supus unor contexte stresante. Clasa a 1X-a se situeaza
pe a doua pozitie, nivelul cel mai mic de stres revenind clasei a Vll-a (Fig. 2).

Media nivelului de stres

I # nivelul de stres mediu al clasei [l # nivelul de stres mediu in cadru relaxant in general [__] # nivelul mediu de stres in cadrul cu stresori in general
45

40

[

clasaaopta clasa a noua clasa a zecea

Figura 2. Nivelul personal de stres al elevilor, din cele trei clase, conform aplicatiei Welltory, comparativ cu valorile
medii.

Nivelul stresului
| Deioc [ Puiin [ Mediu [ Mult [ Foarte mult

Figura 3. Nivelul personal de stres, conform declaratiilor elevilor din chestionar.

Nivelul de stres a crescut odata cu anul de studiu si a fost, in fiecare caz, mult peste cel normal.
Conform unui studiu realizat de APA in 2013 [30], adolescentii resimteau un nivel de 3.9/10 de stres,

fata de cel de 5.1/10 al adultilor, iar acesta creste treptat.
5
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Conform figurii 4, o pondere mare de elevi (40/71) au persoane de incredere, cu care pot discuta,
in clasa, 40 elevi din alte clase si scoli, 6 in randul profesori, 36 in afara ariei scolare, iar 4 nu au
deloc, ceea ce este alarmant.

Persoane de incredere

Nr. alegeri

Figura 4. Relatiile elevilor pe diferite planuri

Elevii dorm in jur de 6-7 ore, multi neatingand acest efectiv. Numarul de ore recomandat la
varsta adolescentei este de 8-10 ore [18], asa ca programul de somn al adolescentilor este in declin,
ceea ce le afecteazd functionarea fiziologica. Scoala survine ca un motiv pentru acesta perturbare de
somn, in explicatia multora (Fig. 5).

Program ore de somn

nr.voturi

sub 6 ore

0 5 10 15 20 25

Figura 5. Programul de somn al elevilor

Conform figurilor 6 si 7, elevii de clasa a zecea detin rezultatele cele mai bune la capacitatea
de a se concentra si de a-si mentine energia. Elevii din anul terminal de gimnaziu prezinta un nivel
de stres mediu inspre mare, insa au valori optime ale concentrarii si energiei. Astfel, situatia lor se
incadreaza la conceptul eustresului.
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Nivel de concentrare mediu

clasa aopta

clasaa noua clasa azecea

Figura 6. Concentarea elevilor conform aplicatiei Welltory.

Nivelul de energie
I clasaaopta [l clasaanoua [l clasaazecea

Figura 7. Nivelul de energie al elevilor conform Welltory
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Materii considerate stresante
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Materii considerate relaxante

Figura 8. lerarhizarea materiilor

Cea mai stresanta materie pentru elevi reiese a fi matematica, iar cea mai relaxanta este religia.
Fizica este considerata si una dintre materiile cele mai stresante, dar si una dintre cele mai interesante
(Fig. 8), de unde deducem rolul subiectivitatii si al individualizarii. Nivelul de stres pentru Evaluarea
Nationala este de 70% (Fig. 9).

Stres pentru examen

“pentru elevil de clasaa 8-0
25

7

I Nrvoturd
Figura 9. Nivelul de stres al elevilor de clas a VIlI-a, pentru examenul de Evaluare Nationala.
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Li s-a cerut elevilor sa exemplifice cateva simptome cauzate de stres, dar si sa propund metode
pentru a-1 combate. Cele mai intalnite raspunsuri au fost: durerile de cap, de spate, starile de greata,
schimbarile in alimentatie, lipsa atentiei, procrastinarea, uzul de cofeind, eficienta scazuta, oboseala,
grijile sau anxietatea, probleme cu somnul, ganduri irationale, frici, iritabilitate.

Pentru ameliorarea acestor simptome, propunem: odihna, timp petrecut in aer liber, cu familia,
cu animalele de companie, cu prietenii, activitate fizica, gandire pozitiva, controlul respiratiei, cititul,
vizionarea filmelor, pictura, dansul, teatrul, integrarea si socializarea, reducerea numarului de ore

e e

CONCLUZII

Elevii din anul terminal de gimnaziu au prezentat un nivelul de stres cauzat de examenul de
evaluare nationala de 7/10.

Adolescentii dorm in medie 7 ore pe noapte, un numar situat la limita inferioara pentru varsta
lor.

Cea mai stresantd materie pentru elevi a fost identificatd a fi matematica, iar cea mai relaxanta
a fost religia.

Majoritatea elevilor au sustinut ca adaptarea intr-un nou ciclu scolar a fost usoara sau medie.

Dupa scoala, elevii studiaza zilnic intre 1-4 ore.

In urma masuritorilor utilizind programul Welltory, cele mai mari valori privind starea
generalda de sanatate revin clasei a X-a, valorile medii clasei a VIll-a, iar cele mai mici rezultate
elevilor din clasa a 1X-a.

Elevii mai mari sunt mai stresati, dar isi stiu gestiona mai bine stérile.

Elevii de clasa a VIll-a prezinta eustres.

Mentalitatea sandtoasd este un factor capital, iar activitatile recreationale, de dezvoltare
personala trebuie sporite si incurajate inspre preferintele adolescentilor.

Recomandam adaptarea materiilor scolare la nevoile si preferintele elevilor, personalizarea
fiind necesara in masura cat mai mare.

Multumiri: Multumesc doamnei profesoare de psihologie Mihaela Mincic, doamnei profesoare de informatica Tanta Hodisan
si elevei Nicola Alessia pentru ajutor in realizarea, centralizarea datelor si intervievarea elevilor din diferitele clase.
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Rezumat: [n aceastd lucrare ne-am propus sd analizim din punct de vedere fizic si chimic, anumite
sorturi de miere de albine din Romadnia, atdt din productie autohtond, cat si in urma analizarii
datelor unor studii recente efectuate asupra mierii. In urma analizdrii sorturilor de miere, s-a
observat o variatie atdt a compozitiei fizice cat si a compozitiei chimice a mierii. Aceste variatii se
datoreaza in mare parte sursei botanice, a zonei geografice, a climei, a metodei de extractie, dar si
a perioadei si a conditiilor de depozitare. Avand multiple proprietdti benefice, mierea este un
important element nutritiv i curativ, care meritd sa ajungd din nou in atentia omenirii, deoarece
produsele stupului au o multitudine de proprietati farmacologice si exercita asupra organismelor
vii 0 serie de efecte terapeutice.

Cuvinte cheie: miere, analiza fizico-chimica

INTRODUCERE

Inca din timpuri stravechi, oamenii au descoperit mierea ca fiind nu doar un aliment, ci
si medicament. Scrierile din perioada anticd greco-romana subliniazd numeroasele proprietati
medicale ale mierii: antiseptic, tonifiant, usor sedativ, antipiretic, aperitiv si digestiv.

In Romania, apicultura si apiterapia sunt cunoscute inca de pe vremea dacilor. Mierea a
constituit pentru predecesorii nostri sursa principald de indulcire a alimentelor, datorita valorii
nutritive si energetice.[1]

Mierea de albine este un produs natural complex, ce rezultd din prelucrarea de catre
albinele melifere (Apis mellifera L.) a nectarului florilor, sau sucurilor dulci recoltate de pe
alte parti ale plantelor si depozitarea acestora in celulele fagurilor pentru a le servi drept hrana
energetica. Enzimele secretate de catre albine, au capacitatea de a scinda zaharoza si a o inverti
in glucoza si fructoza.[1, 2]

Mierea este o substanta apoasd bogatd in zaharuri (pana la 95% din substanta uscata),
reprezentate in principal de D-glucoza si D-fructoza, dizaharide reprezentate de maltoza,
izomaltoza, nigeroza, turanoza si cantitati foarte mici de polizaharide.[3]

Pe parcursul procesului de transformare a nectarului, in miere sunt incorporate proteine,
materii albuminoide, acizi (formic, malic, citric, gluconic, succinic, acetic), substante minerale
(fosfati de calciu, fier, saruri de aluminiu, strontiu, cobalt, titan, crom, iod, argint, zinc, plumb,
iridiu etc., In cantitati infinitezimale), substante de origine organica (enzime: catalaza, inulaza,
inhibind), vitamine, hormoni, antibiotice naturale si polen, astfel ca mierea de albine nu poate
fi egalata de niciun preparat farmaceutic sintetic, deoarece ea este o substantd vie si direct
asimilabila. Totodata acest proces este insotit de preschimbarea si inlocuirea acizilor
nefolositori, deodatd cu eliminarea surplusului de apa. Astfel, valoarea pH-ului mierii poate
varia intre 3-5-5,5, in functie de provenienta floristica.[4]

La finalul procesului de ,,fabricare a mierii”, are lor capacirea celulelor din fagure cu o
pojghita de ceard, ceea ce contribuie la mentinerea calitdtii ei initiale, fiind astfel izolatd de
umezeala si de actiunea factorilor externi.

Compozitia mierii de albine este una extrem de complexa, fiind apreciata pentru calitatile
sale nutritive si terapeutice. Apiterapia este stiinta prevenirii si tratamentului bolilor folosind
produsele albinelor, precum mierea si derivatele acesteia, polenul, propolisul, veninul,
apilarnilul, etc. Produsele stupului au o multitudine de proprietati farmacologice si exercita
asupra organismelor vii o serie de efecte terapeutice.

Compozitia si efectele terapeutice ale mierii sunt redate in tabelul urmator:
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Tabelul 1. Cele mai importante vitamine din miere

Vitamina Continut la Actiune
1 kg de miere
Tiamina (B,) 0,1 mg Actioneaza asupra sistemului nervos, intretine tonusul

digestiv, regleaza metabolismul carbohidratilor, elimina
acidul uric, mentine dantura sanatoasa, are actiune

antalgica
Riboflavina (B,) 1,5mg Favorizeaza metabolismul carbohidratilor, grasimilor si a
fierului
Acidul pantotenic 2,0 mg Participa la constructia si functia pielii, parului si
mucoaselor
Acidul nicotinic (By) 0,3-1,0mg Participa la procesele celulare legate de metabolismul

hidrocarburilor, regleaza functia pielii,a sistemului
nervos, imbunatateste circulatia sanguina periferica si
stimuleazad parenchimul ficatului

Piridoxina (By) 2-5mg Are efect tonic asupra sistemului nervos,a pielii si a
aparatului digestiv

Acidul folic 0,1 mg Stimuleazd maturarea hematiilor din maduva osoasa

Acidul ascorbic 30-50 mg Actioneaza n metabolismul tesuturilor din organism,

activeaza formarea protrombinei, mentine structura
oaselor,a muschilor, a dintilor, a vaselor sanguine.
Mareste tonusul vital al organismului, stimuleaza
cresterea, activeaza circulatia sanguina.

Vitamina K urme Ajuta la coagularea sangelui, participa la sinteza
protrombinei.

Din punct de vedere nutritional, mierea are urmdtoarea compozitie: apd, zaharuri
nereducdtoare, substante minerale, proteine, acizi organici, vitamine, fermenti, hormoni, in
total aproximativ 435 de substante organice, continutul de microelemente fiind similar cu cel
al sangelui uman, de aceea aceasta este foarte usor de asimilat. Dintre multitudinea de alimente
care pot furniza organismului un aport semnificativ de energie, mierea merita fara indoiala sa
se afle pe primul loc, fiind imediat asimilabilda, deoarece pe parcursul procesului de
transformare a nectarului in miere, are loc 0 scindare a zaharurilor complexe.[4-6]

PARTEA EXPERIMENTALA

In aceasta lucrare ne-am propus si analizam din punct de vedere fizic si chimic, anumite
sorturi de miere de albine din Romania. Sorturile de miere analizate in cadrul acestei lucrari
sunt: miere de salcdm (MS), miere de rapitd (MR) si miere poliflora (MP), asa cum se observa
in Fig.1:

Figural. Miere poliflora, miere de rapita, miere de salcim
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1. Analiza organoleptica a mierii

1.1. Culoarea

Culoarea mierii variaza in functie de substantele colorate care se gasesc in nectarul
florilor si de pigmentii vegetali continuti, astfel aceasta poate varia de la incolor pana la aproape
neagra.

La mierea de nectar, stransa la inceputul primaverii predomina culoarea galbena, pana la
portocaliu, iar la cea extra-florala, pot aparea si nuante de verzui, pana la brun. Din Fig.1 se
poate observa cat de mult variaza culoarea mierii n functie de sortul acesteia, dar si de starea
de cristalizare. Astfel, mierea de salcAm prezinta o culoare galbuie, fiind intr-0 Stare semi-
cristalizatd, mierea de rapitd prezintd o culoare alb — galbuie fiind cristalizata in totalitate, iar
mierea poliflora este galben-aurie, in stare lichida, dar vascoasa. [7,8]

1.2. Aspectul

La fel ca si in cazul culorii, aspectul mierii este determinat de provenienta acesteia, de

conditiile de extractie si prelucrare, precum si de puritatea sa. Mierea supusa analizei prezinta
urmatoarele caracteristici, dupa cum urmeaza:

* mierea de salcAm: are o culoare slab-galbuie, in stare semi-cristalizatd, omogena, cu
vascozitate ridicatd, fard spuma si fara corpuri straine, dar cu resturi de faguri intr-o0
proportie scazuta,

* mierea de rapita: are o culoare alb-gélbuie, este cristalizata in totalitate, omogena, fara
spuma si fara corpuri strdine, cu resturi de faguri in proportie scazuta;

* mierea poliflord: are o culoare galbena- aurie, este omogend, vascoasa, fard spuma si
fara corpuri straine, cu resturi nesemnificative de faguri. [4.7]

1.3. Mirosul si gustul

Gustul mierii este dulce si plicut, cu diferite arome In functie de sursa melifera si de
unele transformiri care pot avea loc in compozitia mierii. In definirea gustului mierii, un aport
important 1l au zaharurile, aminoacizii si alti acizi, taninurile, substantele volatile etc.

Gustul cel mai dulce 1l are mierea in care predomina fructoza, in timp ce mierea provenita
de la pomii fructiferi este usor acrisoara, cea de salcie, castan, iarba neagrd este usor amaruie,
1ar cea care provine de la mustar, ceapa prezintd nuante de picant.

Mirosul mierii este parfumat, caracteristic speciei de la care provine mierea respectiva.[4,7]

2. Proprietatile fizice ale mierii

2.1. Vascozitatea

Majoritatea sorturilor de miere au o vascozitate normald, dar care depinde in cea mai
mare masurd de continutul de apa, dar si de temperaturd si intr-o micd masura de compozitie.
Studiile realizate releva faptul ca realizarea curbei de véscozitate in functie de temperatura
prezinti un punct de inflexiune in jurul temperaturii de 35°C, ceea ce inseamni ci vascozitatea
mierii se modifici rapid intre 30 si 40°C, rimanand apoi constanti la temperaturi superioare.

2.2. Higroscopicitatea

Higroscopicitatea este proprietatea de a absorbi, In anumite conditii, umiditatea din
aerul atmosferic, motiv pentru care, se impune pastrarea sa in vase bine inchise, in spatii cu
umiditate care sa nu depdseasca 60%. Aceastd proprietate a mierii este strans legatd de
concentratia de zaharuri pe care o contine fiecare tip de miere. Astfel, mierea cu o cantitate
mai mare de glucoza este mai higroscopicd si are un termen de valabilitate mai scurt (ex:
mierea de rapitd).

De asemenea, mierea cristalizata este mai higroscopica decat cea fluida, deoarece
aceasta este lipsita de lichid protector la suprafata, astfel ca absoarbe mai multa apa care apoi
difuzeaza in toatd masa ei. In concluzie, mierea destinati pastrarii indelungate trebuie sa aiba
un raport glucoza — fructoza subunitar (ex: mierea de salcam).[4,7,9]
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2.3. Densitatea si greutatea specifica

Greutatea specifica a mierii este direct proportiald cu continutul de apa al acesteia,
astfel, la un continut de apa de 15%, la 200C, 1i corespunde o greutate specifica de 1,4350 kg/L
(1 kg miere = 700 mililitri). La o temperatura de -360C mierea ingheata, ceea ce duce la o
scadere a volumului ei cu 10%, iar la incalzire se dilata, astfel cd la 250C, volumul ei creste cu
5%.

Densitatea unei substante se exprima prin masa ei pe unitate de volum de substanta si
masa aceluiasi volum de apa la o temperatura anume. Deoarece densitatea apei este de 1g /mL
la temperatura de 40C, densitatea relativa a unei substante la orice temperaturd este egala cu
densitatea substantei la temperatura respectiva.[3,4,6,10]

Mod de lucru:

In 3 pahare Berzelius de 10 mL, se masoara cate 10 mL din fiecare tip de miere avut si
se cantareste pentru a afla greutatea celor 10 mL de produs. Pe baza datelor obtinute, se
calculeaza densitatea fiecarui sortiment de miere.

N.B: Avand in vedere ca densitatea se masoara in kg/m3, masa de produs masurat in grame, se
transforma in kilograme, iar volumul masurat in mililitri, se transforma in metri cubi.
Rezultatele obtinute sunt prezentate in Tab. 2 si Fig.2:

Tabelul 2. Densitatea sorturilor de miere studiate
MS= miere de salcdam, MR= miere de rapitd, MP= miere poliflora

Tip de miere Volum (m?) Greutate (kg) Densitate (kg/m?®)
MS 0,00001 0,01473 1,473
MR 0,00001 0,01480 1,480
MP 0,00001 0,01504 1,504
Densitate (kg/m3)
1,52
1,5

1,48 Denistate (kg/m3)

1,46

1,44 ; ; .

Mierede  Miere de Miere
salcam rapitd poliflora

Figura 2. Densitatea sorturilor de miere studiate

2.4. Indicele de refractie si devierea luminii polarizate

Indicele de refractie ofera informatii asupra procentului de apd si a greutatii specifice a
mierii. Pentru determinarea acestui indice, se utilizeaza un refractometru. Devierea luminii
polarizate care strdbate mierea de la dreapta la stdnga, dd indicatii asupra concentratiei
zaharurilor din miere.[3,4,6,22]

Mod de lucru: se prepara o solutie de miere de concentratie 10%, astfel: in 3 baloane
cotate de 100 mL, se cantaresc 10 grame de miere din fiecare sortiment avut si se aduce la semn
cu apa distilata.

Refractometrul Abbe se calibreaza in functie de indicele de refractie a apei distilate, apoi din
fiecare solutie se iau cate 2-3 picaturi si se picura pe rand pe prisma refractometrului, apoi se
citesc valorile indicate. Rezultatele obtinute sunt cuprinse in Tab. 3 si Fig.3:
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Tabelul 3. Indicele de refractie a mierii
MS= miere de salcam, MR= miere de rapita, MP= miere poliflora

Tip de miere Indice de refractie
MS 1,346
MR 1,345
MP 1,347
Indice de refractie
2 —
1,5 A
1 Indice de refractie
0,5 1
0 T T f
Miere de Mierede  Miere
salcam rapita ~ poliflord

Figura 3. Indicele de refractie al mierii

REZULTATE SI DISCUTII

Compozitia chimica a mierii

Compozitia chimicad a mierii variaza in functie de mai multi factori, printre care:
plantele din care se face recoltarea, conditiile de clima, zona de recoltare, procedeul de
extragere utilizat, etc. In medie 83% din compozitia mierii este reprezentati de substanta
uscatd si 17% de apa.

Apoximativ 80% din substanta uscatd este reprezentata de zaharuri, din care in
proportie de aproximativ 70% este glucoza si fructoza, care se formeaza in urma invertirii
enzimatice a zaharozei. Pe langa acestea, mierea de albine contine vitamine din complexul B,
vitamina C, proteine (0,4 — 0,8 %), aminoacizi printre care: leucina, alanina, metionina,
substante minerale (calciu, magneziu, fosfor, fier, cupru, mangan, zinc, siliciu, sulf, sodiu),
acid pantotenic, acid folic, acid nicotinic, antioxidanti, fermenti, enzime, factori antibiotici,
urme de polen, hormoni, precum si o serie de factori de crestere etc.

Vitaminele, desi se gasesc in cantitati foarte mici in miere, sunt suficiente pentru a-i
creste valoarea nutritiva, dietetica si terapeutica. Dintre enzimele care se gasesc in miere, cele
mai reprezentative sunt invertaza, care transforma zaharoza in glucoza si fructoza, si diastaza
care scindeaza polizaharidele 1n zaharuri simple.

Compozitia chimici a mierii din Romania este redatad an Fig. 4:
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Compozitia medie a mierii
din Romania (%)
H Apa

M Glucoza

Fructoza

M Zaharoza

Figura 4. Compozitia medie a mierii din Romania

Determinarea concentratiei de zaharuri din miere

Mod de lucru: se prepara o solutie de miere de concentratie 10%, astfel: in 3 baloane
cotate de 100 mL, se cantaresc 10 grame de miere din fiecare sortiment avut si se aduce la semn
cu apd distilatd. Refractometrul se calibreaza in functie de indicele de refractie a apei distiate,
apoi din fiecare solutie se iau cate 2-3 picaturi si se picurd pe rand pe prisma refractometrului,
apoi se citesc valorile indicate.[3,4,6,11]

Rezultatele determinarilor sunt prezentate in Tab.4 si Fig.5:

Tabelul 4. Concentratia de zaharururi a mierii
MS = miere de salcdm, MR = miere de rapita, MP = miere poliflord

Tip de miere Concentratia de zaharuri
(%)
MS 8,75
MR 8,25
MP 9,5

Concentratia de zaharuri (%)

9,5
9

8,5 Concentratia de
8 zaharuri (%)

7,5 T T f

Miere de  Miere de Miere
salcam rapita poliflord

Figura 5. Concentratia de zaharuri din miere

Din masuratorile efectuate, reiese faptul ca mierea supusa analizei contine un procent
de peste 80% zaharuri, ceea ce corespunde standardelor de calitate a mierii.

Acizii organici

Acizii organici determind aciditatea mierii, care este un parametru exprimat in mL de
NaOH de 0,1 N utilizatd la 100 g miere si poate avea o valoare de maxim 4 mL in cazul mierii
florale, respectiv 5 mL in cazul mierii de mana. Dintre acesti acizi, acidul formic are un rol
foarte important, avand un efect dezinfectant si bactericid.

Determinarea pH-ului mierii se realizeaza cu ajutorul hartiei indicator. Pentru mierea

utilizatad n cadrul realizarii acesti lucrari, s-au obtinut urmatoarele valori:
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Tabelul 5. Valoarea pH-ului mierii supuse testarii
MS = miere de salcam, MR = miere de rapita, MP = miere poliflora

Tipul de miere Valoare pH
MS ~4
MR ~4.4
MP =39

Detreminarea aciditatii mierii

Principiul metodei: extractul apos al probei de analizat se titreaza cu o solutie de NaOH 0,1
N, 1n prezenta fenolftaleinei. Valorile obtinute sunt utilizate pentru determinarea aciditatii
mierii si sunt trecute in Tabelul IV.7. Aciditatea mierii se calculeaza dupa formula:

10xV
A=—""unde:
M

V= volum de solutie de NaOH 0,1N (mL)
M= masa probei de miere care a fost luata pentru determinare (grame = 3 gr)

Tabelul 6. Determinarea aciditatii mierii
MS = miere de salcam, MR = miere de rapita, MP = miere poliflora

Tip de miere Volum de NaOH 0,1N (mL) Aciditate
MS 1,2 4
MR 1,3 4,33
MP 2,6 8,66

Rezultatele obtinute releva faptul ca mierea poliflora utilizatd prezinta aciditatea cea
mai mare, chiar peste media admisa, ceea ce inseamna un posibil inceput de fermentatie.

Proteinele, compusii fenolici, flavonoidele si continutul de acid ascorbic

Cantitatea de proteine care se gaseste In miere este destul de scazuta ( sub 1%). Cu toate
acestea valoarea nutritiva este ridicatd deoarece mierea contine in principal aminoacizi esentiali
liberi, precum: lizina, treonina, valina, metionina, izoleucina, leucina, fenilalanina, triptofan,
etc. In afard de aminoacizi si enzime, in miere au fost identificate si alte proteine: albumine,
globuline, nucleoproteine. [12,13]

in Fig. 6 este prezentat continutul de proteine a diferitelor sorturi de miere de pe
teritoriul Romaniei, determinari realizate in cadrul unui studiu recent:

Proteine (mg/kg)
800
600
400 .
200 M Proteine (mg/kg)
0 1 T T T T T T 1

R DD >R

Figura 6. Continutul de proteine al mierii
LH = miere de tei din Muntenia, SH = miere de floarea-soarelui din Transilvania, MHI = miere poliflora din
zona de campie a Transilvaniei, MH2 = miere poliflord din zona de munte a Moldovei, MH3 = miere poliflora
din zona de munte a Crisanei, MH4 = miere poliflora din zona de lunca a Crisanei, HD = miere de mand din
Muntenia
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Compusii fenolici, flavonoidele si acidul ascorbic sunt constituenti importanti ai mierii,
fiind considerati compusi bioactivi cu actiune favorabila asupra sanatatii omului. [12,14]
Un studiu recent realizat, a pus in evidenta compozitia in compusi fenolici, flavonoide si acid
ascorbic a unor sorturi de miere recoltate de pe teritoriul Romaniei. Rezultatele studiului sunt
prezentate in graficul urmator:[7]

300 _
250
— = ®m Compusi fenolici (mg
200 ~ GAE/kg)
150 - _ ® Flavonoide (mg QE/kg)
100 (i ]
Acid ascorbic (mg/kg)
50 A —
0 __—I ——I— ;—I— __II— = |_ _—II_ =_||7
LH SH MH1 MH2 MH3 MH4 HD

Figura 7. Continutul de compusi fenolici, flavonoide si acid ascorbic
LH = miere de tei din Muntenia, SH = miere de floarea-soarelui din Transilvania, MH1 = miere
poliflora din zona de campie a Transilvaniei, MH2 = miere poliflord din zona de munte a Moldovei, MH3 =
miere poliflora din zona de munte a Crigsanei, MH4 = miere poliflord din zona de lunca a Crisanei, HD = miere
de mand din Muntenia

Compozitia chimica a mierii este influentatd de mai multi factori, precum originea
botanici a mierii, clima, aria geografica si conditiile de depozitare. In cadrul acestui studiu,
clima de munte si de lunca a favorizat o compozitie bogatd in compusi bioactivi.

In urma analizarii sorturilor de miere, s-a observat o variatie atit a compozitiei fizice
cat si a compozitiei chimice a mierii. Aceste variatii se datoreaza in mare parte sursei botanice,
a zonei geografice, a climei, a metodei de extractie, dar si a perioadei si a conditiilor de
depozitare.[12-15]

Cu toate acestea, toate sorturile de miere prezintda compusi bioactivi si diverse
componente utile pentru sustinerea functionirii normale a organismului. in concluzie, mierea
ar trebui sa fie supusa unor teste suplimentare pentru dezvoltarea unor noi produse biomedicale.
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Rezumat. Chimia este o disciplind cu o utilitate indisputabild in criminalistica si criminologie. In aceastd
lucrare, vom observa cum reactioneaza patru probe diferite (aspirind, ibuprofen, paracetamol si una
necunoscutd) la anumite teste utilizate si de chimistii criminalisti. In urma cromatografiei in strat subtire
si a testelor de reactivitate cu NaOH, NaHCO3 si FeCls, am asociat substantei necunoscute structura
paracetamolului.

Cuvinte cheie: TLC, cromatografie, paracetamol, ibuprofen, aspirind, analgezice, clorurd ferica, chimie
criminalistica

INTRODUCERE

Multi oameni ar dori s traiasca Intr-o lume utopica, lipsita de infractiuni, insa, in societatea
actuald, acest lucru nu este posibil. Totusi, cu ajutorul criminologiei si al criminalisticii, se pot
descoperi cauzele si mijloacele unei crime, si, de asemenea, se poate Incerca prevenirea atitudinilor
antisociale.

Criminologia este o stiinta interdisciplinara, care analizeaza criminalitatea in totalitate, avand
la baza atat o parte logica, reala, cét si una istorica, sociald. Deoarece criminalitatea este un fenomen
complex, in cercetarea acesteia este necesard o largd varietate de specialisti in multiple domenii,
precum filosfia, sociologia, psihiatria, medicina si chimia. [3]

Criminalistica reprezinta stiinta prin intermediul céreia se pot identifica persoanele implicate
in savarsirea infractiunilor, cercetarea acestora si prevenirea faptelor antisociale, folosind un
ansamblu de cunostinte despre metodele, mijloacele tehnice si procedeele tactice. Este, la randul ei,
o stiintd multidisciplinard, imbinand stiintele exacte (chimie, biologie, s.a.) cu cele umaniste (logica,
psihologie, s.a.) [2]

Criminalistica si criminologia folosesc, drept metode de sprijin auxiliare, alte stiinte. Aici se
incadreazd chimia, dar si medicina, cu precadere tehnicile de evaluare psihiatrica, neurologica,
endocrinologica, de medicina legala, etc. [10] De cele mai multe ori, comportamentul criminal are
surse profunde, izvorand din diverse tulburdri comportamentale, dar pot fi si probleme psihologice,
care au Intunecat gindirea si au impins infractorul sa recurga la consumul unor substante interzise,
care cauzeazd pierderea controlului asupra ratiunii. Vom prezenta citeva droguri puternice si
periculoase in acest sens.

Cocaina este cel mai puternic stimulent al sistemului nervos central, care poate fi gasit in
natura. Frecvent, se intalneste sub forma de hipoclorit de cocaina, care este o pulbere cristalina alba,
extrasa din planta Erythroxylon coca.

Cannabisul este planta din a carei rasina, flori si frunze se obtin substante psihoactive, precum
hasis si marijuana, in care se regasesc tetrahidrocanabinolul si canabinolul ca principale substante
active. Hasisul are o mai mare cantitate de THC, ceea ce il face un drog mai puternic decat marijuana.
Desi creierul secretda THC, in cantitati exagerate, afecteaza logica si gandirea consumatorului.

Heroina este cel mai cunoscut drog. Format prin transformarea morfinei din opiumul brut prin
procese chimice, contine dolantind, codeind, metadona, tilidina si fentanil. Aceste substante toxice
estompeaza activitatea intelectuald, influenteaza starea psihica eliminand frica, iar pe termen lung da
alterari cognitive, ale personalitatii si depresie. [9]

Chimia face posibile anumite tehnici utilizate in aceste domenii, precum: identificarea unor
posibili suspecti sau victime (prin probe de sange, de ADN, amprente, urme de picioare, fire de par,
s.a.), identificarea anumitor substante (droguri, otravuri, s.a.), identificarea sursei unui incendiu,

identificarea potentialelor arme utilizate, etc. In plus, conform unor studii americane cu rezultate
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controversate, existd anumite corelatii intre chimia creierului si comportamentul impulsiv sau violent.
[7.8]

Printre procedecle chimice utilizate in aceste doud domenii se numara: testele de culoare,
cromatografia in strat subtitre, cromatografia de gaze, cromatografia de lichide, spectroscopia in
infrarosu, spectroscopia RAMAN difractometria raze X, spectrometria de masa, electroforeza
capilara, s.a. [12]

= Spectroscopia in infrarosu

= Spectrometria de masa
= Spectroscopia de rezonantd magnetica nucleara
= Spectroscopia RAMAN
(Selectivitate prin \ '« Difractometria de raze X
Electroforeza capilara

- Cromatografia de gaz
Categoria B
(Selectivitate prin caracterizare
fizica sau chimica)

Cromatografia de lichide

Cromatografia in strat subtire

Spectroscopia in ultraviolet si vizibil
<+ Teste de culoare

Categoria C >
(Selectivitate prin informatii generale) % Temperatura de topire

a de fluorescenta
Figura 5. Nivelul de selectivitate al anumitor
procedee chimice (https://swgdrug.org/)

De exemplu, testarea cu clorura ferica este utilizata pentru determinarea structurii substantelor
organice si a prezentei fenolilor, a enolilor, a acizilor hidroxamici, a oximelor sau a acizilor sulfinici.
Proba se dizolva in apd sau intr-un amestec de apa si etanol si cateva picaturi de solutie neutrd de
clorurd FeCls. Se adaugd NaOH la amestec pand cand se formeaza un precipitat maro permanent.
Formarea unei coloratii rosii, albastre, verzi sau violet indici prezenta fenolilor. In criminalistica
poate fi folosit pentru a detecta salicilatii in organism, test de diagnosticare rapida pentru supradozajul
cu aspirina. [1]

In aceasta lucrare vom evidentia aplicabilitatea chimiei in identificarea substantelor de la o
scend a crimet, prin doud procedee experimentale: cromatografie 1n strat subtire si testare cu clorura
ferica, bicarbonat de sodiu si hidroxid de sodiu.

MATERIALE SI METODE
Avem o0 proba necunoscutd X (comprimat si solutie), din 3 variante posibile: aspirina,
paracetamol, ibuprofen. De asemenea, probelor A, P, I trebuie sa le fie asociate cate o structura din
cele trei analgezice (aspirina, paracetamol, ibuprofen), realizandu-se apoi corespondenta intre
substanta X si una dintre celelalte trei probe. Se vor efectua doua experimente: testele de reactivitate
cu NaHCOs3, cu NaOH si cu FeCls si analiza cromatografica. [6]
Partea 1 - Realizarea si interpretarea experimentelor de analiza cromatografica:
Substante necesare:
e ProbaA, aspirind
e Proba P, paracetamol
e Proba I, ibuprofen
e Proba X, necunoscuta
e Amestec de n-hexan si izopropanol cu constanta dielectrica 6,5

Echipamente necesare:

e Eprubete

e Pahar Berzelius
e Capilare

e Penseta

e Creion sirigla
e Placuta cromatografica de silicagel
e Cilindri gradati pentru solventi
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e Lampa UV
e Hartie de filtru
e Palnie de separare

Pentru identificarea substantei necunoscute, avand la dispozitie paracetamol, ibuprofen si
aspirina, am folosit cromatografia pe strat subtire.

Cromatografia pe strat subtire indica principalele caracteristici si proprietati fizice ale
substantelor studiate. [5]. Aceasta tehnica importanta din chimia organica poate evalua cursul unei
reactii, pentru a observa puritatea unei probe si, de asemenea, pentru a identifica compusii
necunoscuti in comparatie cu standardele. Un strat subtire de faza stationara este reprezentat de o
placa purtitoare de silicagel (continand SiO> si Al203z), cu scopul de a monitoriza modul in care
reactiile progreseaza. Faza lichida sau mobild se deplaseaza in sus pe placd prin actiune capilara si
substantele analizate sunt purtate impreuna cu aceasta la viteze diferite, in functie de diferentele de
proprietati chimice si fizice, puterea lor de atractie fata de faza stationara si polaritatea fazei mobile.
Pozitia spotului analitic este definita de factorul sau de retentie, Ry, este utilizat pentru a caracteriza
si compara componentele diferitelor probe.

__ distanta parcursa de substanta analizata

Rf - distanta parcursa de frontul solventului 10].

in prima etapa a experimentului am preparat eluentul, gasit prin testarea diferitelor combinatii
de solvent cu polartitati diferite. Amestecul este ales pe baza constantei dielectrice, care este
capacitatea unui material de a acumula liniile electrostatice ale unui flux electric, de a concentra
energie electrica. Ea caracterizeaza starea de polaritate a materialului. [14].

Pentru ca experimentul sa decurga cat mai bine si pentru a se observa usor diferentele de viteza,
constanta dielectrica a eluentului trrebuie sa fie cat mai mare, adica amestecul sa fie cat mai polar. Ca
sa putem lucra mai usor, am dublat cantitatile, folosind un amestec de 20 mL izopropanol si 7 mL
n-hexan drept eluent.

Folosind pipete, extragem cantitatile de solvent necesare, pe care le masuram intr-un cilindru
gradat inainte de a le turna in vasul Berzelius. In acesta introducem si bucata de hartie de filtru. il
acoperim repede cu folie de aluminiu pentru a nu se evapora si pentru a nu Se pierde din proprietatile
sale.

Urmeaza sa pregatim placa cromatografica. Pe placuta de silicagel trasam cu ajutorul unui
creion cu varf moale si al unei rigle doua linii la un centimetru de marginea superioara, respectiv de
cea inferioara ale placutei. Pe dunga de la baza marcam 4 spoturi, la distante egale, pentru
paracetamol, ibuprofen, aspirina si proba necunoscuta, notandu-le P, I, A si X (fig. 1).

Pregatim faza mobila. Cu ajutorul unui mojar cu pistil vom zdrobi pastilele, pe rand, in vederea
obtinerii unui praf (fig. 2). Pe acestea le dizolvam in apa distilata, urmand sa realizam o filtrare,
trecand amestecurile printr-o palnie de separare acoperita cu hartie de filtru.

Figura 1. Placuta cromatografica de silicagel, marcata cu liniile
fronturilor si eluentul in pahar Berzelius.
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Figura 2. Sfaramarea tabletei de paracetamol cu ajutorul mojarului si al pistilului.

Odata obtinute cele patru substante, notam eprubetele cu P (paracetamol), | (ibuprofen), A
(aspirind), respectiv X (necunoscuta). Pentru aplicarea spoturilor, imbibam capilara de sticla intr-una
din eprubetele cu substante. Lichidul va urca pe capilara. Atingem usor si scurt capilara de placuta,
in locul marcat cu litera corespunzatoare, pentru cateva secunde, astfel incat sa se formeze un spot

vizibil, dar nu prea mare. Solventul se va evapora rapid. Repetdm procedeul pentru fiecare substanta
(fig. 3).

Figura 3. Eprubetele ce contin solutiile medicamentelor obtinute prin filtrare, in stativ.

Placuta de silicagel se introduce cu ajutorul unei pensete in paharul cu eluent, in pozitie dreapta,
verticala (fig. 4). In momentul introducerii, nivelul eluentului nu trebuie si depaseasca linia trasati in
partea inferioara.

Se acopera repede cu folie de aluminiu si se asteapta pana ce eluentul creste pe placuta in sus, pana
la marcajul trasat la un centimentru de marginea superioara a placutei (fig. 5). Vasul nu trebuie miscat,

pentru ca urcarea eluentului sa decurga lin, la nivel constant. Cand eluentul atinge frontul, se scoate
rapid cu ajutorul pensetei si se lasa cateva secunde pentru a se usca.

Figura 4. Aplicarea spoturilor pe placuta de silicagel,
folosind capilare de sticla.
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Analizam evolutia substantelor, punand placuta sub lumina unei lampe UV (fig. 6). Astfel, se
recunosc spoturile, care trebuie incercuite cu un creion cu varf moale, pentru a nu deteriora placuta.
Acum, putem calcula factorii de retentie, observand viteza si proprietatile substantelor, reusim sa
facem analogii si sa determinam ce contine substanta necunoscuta.

Figura 5. Evolutia eluentului pe placuta cromatografica

Partea 2 - Teste de reactivitate:

Urmadtoarea parte practicd este una accesibild, usor de realizat. Aceasta cuprinde testarea
reactiei compusilor organici cu trei substante anorganice.

Echipamente necesare:

e Eprubete
e Stativ
e Spatula

e Mojar cu pistil
Substante utilizate:
e Aspirinda
e Paracetamol
e Ibuprofen
e Proba necunoscuta
e Solutie NaOH
e Solutie saturatd NaHCO3
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e Solutie FeCl3

Inainte de a efectua testele cu cele trei solutii, am mécinat cele patru probe, apoi le-am dizolvat
in apa si le-am turnat in eprubete. Am ales o proba necunoscutd, a carei eprubetd am marcat-0 cu
semnul intrebarii. Restul eprubetelor le-am notat in concordanta cu substanta din ele: A (aspirina
Richter), P (paracetamol), I (ibuprofen).

Primul test efectuat a fost cel cu solutia de hidroxid de sodiu. Din fiecare eprubetd, am turnat
intr-0 alta aproximativ 2mL substanta, peste care am adaugat 1-2 picaturi de NaOH. Eprubetele cu
amestecul le-am asezat sub cele corespondente substantei initiale, pentru a putea observa eventualele
diferente (fig. 7).

Figura 7. Aspectul substantelor (aspirind, paracetamol,
ibuprofen, necunoscutd) inainte si dupa reactia cu NaOH (jos)

Al doilea test a constat in observarea reactiilor substantelor cu bicarbonat de sodiu. Scopul
acestui test este de a identifica probele care dau efervescenta in reactie cu NaHCOa. La fel ca anterior,
am pus 1n eprubete separate aproximativ 2mL din fiecare proba organica, apoi am adaugat 1-2 picaturi
de NaHCOs3 si am consemnat observatiile legate de reactiile vizibile. Eprubetele ce contin amestecul
au fost agezate sub cele cu substantele initiale (fig. 8).

Figura 8. Aspectul substantelor (aspirind, paracetamol,
ibuprofen, necunoscutd) inainte si dupa reactia cu NaHCOs.

Al treilea test, cel cu clorura ferica, este unul mult mai relevant si des-utilizat decat celelalte
doua. In prezenta unei grupari -OH legate de nucleul aromatic, FeCls isi schimba culoarea din galben-
portocaliu 1n diverse culori, depinzadnd de fenolul cu care interactioneaza. In timp ce paracetamolul
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da o culoare verzuie in reactie cu FeCls, acidul salicilic, modifica galbenul-portocaliu in violet. Din
nou, 1n realizarea experimentului, am pus in eprubete distincte aproximativ 2mL din fiecare proba
organica, peste care apoi am adaugat 1-2 picaturi de FeCls, notand rezultatele procesului chimic.
Noile eprubete le-am asezat in stativ cu un rand mai jos fatd de compusii initiali (fig. 9).

Figura 9. Aspectul substantelor (aspirind, paracetamol,
ibuprofen, necunoscutd) inainte si dupa reactia cu FeCls.
REZULTATE SI DISCUTII
Prepararea eluentului, pentru un amestec de izopropanul (e1=19,92) si n-hexan (g2=1,88) trebuie
sa obtinem un amestec cu constanta electrica maxima, adica e=6,5. In continuare, pentru a stabili
raportul substantelor, alegem un volum V1=10 mL de izopropanol si un volum necunoscut V2 de n-
hexan.

YExV)=Yex XV
elxV1+ e2xV2=(V1+V2)x¢
19,9210+ 1,88xV2 = (10+V2) = 21,8
V2 = 3,44 =>V2 = 3,5

La 10 mL izopropanol corespund aproximativ 3,5 mL n-hexan pentru a avea £=6,5.
La finalul testului cromatografic, calculam factorul de retentie al fiecarei substante. Masuram
distanta totala parcursad de substante, respectiv pana la spoturi si facem raportul celor doua.

Rffparacetamol = 30 =0,2625
57
Rf—ibuprofen = % =0,7125
37
Rf—aspin’na = % = 10,4625
21
Rf—necunasou,t = % = 10,2625

Se observa usor ca proba necunoscuta (X) este paracetamolul (P), prezentand aceleasi
proprietati, respectiv aceeasi viteza a deplasarii spotului in eluentul folosit. Spre deosebire de celelalte
analgezice, paracetamolul este cel mai lent, ceea ce denota faptul ca paracetamolul are o afinitate mai
scazutd fata de faza mobild, ramanand stationat mai repede.
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Totodatd, observdm eficienta amestecului de eluent. Polaritatea sa crescutd a determinat o
diferentiere clard intre substante. Inaltimea scazuta a paracetamolului, evolutia lui mai lenta indica
faptul ca e cel mai putin polar dintre medicamentele studiate, interactionand slab cu eluentul din cauza
diferentelor mari de structura, forte intermoleculare si polaritate.

In cazul testului cu NaOH, substantele nu au suferit modificari vizibile, deci rezultatele nu ajuta
in distingerea acestora. In toate cazurile, am obtinut o solutie limpede. Cu toate acestea, stim ca in
cazul aspirinei si al ibuprofenului, datorita aciditatii substantelor, a avut loc o reactie de neutralizare,
iar paracetamolul nu a reactionat cu hidroxidul de sodiu.

La proba cu bicarbonat de sodiu, aspirina si ibuprofenul au reactionat asemanator, degajand gaz
(CO2), apoi solutia tulburandu-se si obtinand cantitati mici dintr-un precipitat alb. Paracetamolul si
proba necunoscutd nu au degajat gaz, dar precipitatul alb s-a depus si in cazul acestora. Asemanarea
dintre proba de paracetamol si cea necunoscutd indicd faptul cd proba necunoscutd este
paracetamolul.

Ultimul test realizat a fost cel cu clorura fericd. Dupa cum ne asteptam, paracetamolul a
schimbat culoarea din galben-portocaliu intr-o nuanta de verde, la fel ca proba necunoscuta. Aspirina
Richter si ibuprofenul nu au dat modificari semnificative de culoare.

Tabelul 1. Rezultatele testelor efectuate

Broba Reactivul Solutie NaOH Solutie NaHCO3 Solutie FeCls
Degajare de gaz/precipitat Fara modificare
Aspirina Richter Solutie limpede alb semnificativa de culoare:
coloratie portocalie
Paracetamol Solutie limpede Tulburare/precipitat alb Schlmbare de culoare:
i coloratie verde-pal
Degajare de gaz/precipitat Fara modificare
Ibuprofen Solutie limpede alb semnificativa de culoare:
coloratie galbuie-portocalie
Probi necunoscuti Solutie limpede Tulburare/precipitat alb Schlmbare de culoare:
’ coloratie verde-pal

Observam ca proba necunoscuta si paracetamolul dau rezultate identice In urma tuturor testelor.
Cum rezultatele necunoscutei nu coincid cu ale altei substante, putem afirma cu certitudine ca proba
necunoscuta este paracetamol, putandu-i atribui structura acestuia.

CONCLUZII

Studiind compozitia, structura, proprietatile si schimbarea materiei si ajutandu-ne sa intelegem
o multitudine de procese si schimbari din natura, chimia este prezenta in toate aspectele vietii.

Desi este considerata o stiinta modernd, aceasta are aplicabilitate in criminalistica din
antichitate, de la tehnicile romanilor de depistare a arsenicului, si pand in prezent, la tehnicile
moderne, criminalistii avand mereu nevoie de chimisti, care depisteaza substantele din corpul
individului si analizeaza starea acestuia. [4]

In urma experimentelor realizate, putem afirma cu certitudine ci printre disciplinele
indispensabile atat in criminologie, cat si in criminalisticd, se numard chimia. Datorita acestei
discipline si a tehnologiei disponibile momentan, am putut identifica structurile unor substante active
prezente in medicamente comune (paracetamol si aspirind) fara a intampina dificultéti sau a efectua
un proces laborios.

Consumul iresponsabil al medicamentelor, in special de catrei cei neinformati, poate dauna grav
organismului acestora. De aceea, este important consultul unui medic sau al unui farmacist, dar si al
prospectului. Spre exemplu, paracetamolul poate fi toxic in doze mari, printre reactiile adverse
numarandu-se diaree, varsdturi, icter, convulsii, si, in cel mai nefericit caz, coma sau chiar moarte,
daca nu se intervine la timp. [13]
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Mentionam cd, in cazul majoritatii infractiunilor, substantele implicate sunt mult mai
periculoase, dar metodele utilizate 1n identificarea lor sunt similare celor evidentiate anterior.
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Rezumat: In ultimele decenii, omenirea a devenit din ce in ce mai constientd cu privire la modificarile
aduse mediului in urma poludrii, S-au demarat numeroase actiuni si s-au elaborat o multitudine de studii
in acest sens, dar problema ramdne in continuare una de maximd importantd. In aceastd lucrare se vor
explora cateva surse de poluare, evidentiind impactul asupra sanatatii oamenilor, cdteva tehnici actuale
de depoluare si metodele aferente de cuantificare ale poluantilor.

Cuvinte cheie: poluare, metale grele, dioxid de carbon, depoluare, alge, chitosan, silice, materiale
compozite, absorbtie, amine.

INTRODUCERE

Poluarea a devenit 0 problema larg raspandita in zilele noastre, fie ca este vorba despre
poluarea cu plastic a oceanelor sau cresterea concentratiei de dioxid de carbon in atmosfera, ambele
situatii sunt exemple semnificative ale poludrii si ne aratd cat de nefaste sunt consecintele
modificarilor aduse de oameni naturii. Interdependenta lumii vii face ca impactul poludrii asupra
ecosistemelor sa fie foarte greu de prezis, o schimbare infinitezimal de mica poate provoca haos,
fenomen ce poarta numele de efect fluture.

Conceptul de poluare este introdus odatd cu aparitia primelor fabrici in urma revolutiei
industriale (sfarsitul secolului al XVIII-lea) si se referd la prezenta In mediu a unei substante sau
amestecuri de substante ce manifesta efecte nocive asupra sanatatii organismelor expuse, ducand la
o degradare treptatd sau brusca a ecosistemului. La inceput, marile companii deversau direct in
mediu reziduurile generate In urma proceselor industriale, urmand ca abia prin anii 1930 sd se
constate nevoia de epurare a fluxurilor de ape reziduale si de stocarea in conditii de siguranta a
reziduurilor periculoase. Raspunsul companiilor la problema pusa de poluarea din ce in ce mai
avansatd a fost unul lent, motivul principal pentru care se intarzia cat mai mult posibil
implementarea de strategii de depoluare este unul strict de natura economica. Mai tarziu s-a realizat
ca o solutie practica pentru depoluare este captarea si reutilizarea deseurilor sau transformarea lor in
materii prime si produse finite pentru a putea fi valorificate, constituind astfel o sursa de venit
suplimentar [1].

In scopul acestei lucriri s-au exemplificat doua categorii de agenti poluanti, pentru mediul
acvatic s-a ales poluarea cu metale grele, iar pentru aer a fost ales cel mai comun agent poluant,
dioxidul de carbon. Pentru fiecare dintre cele douad tipuri de poluare s-au evidentiat efectele asupra
sanatatii oamenilor, metode de cuantificare ale poluantului si metode de captare ale agentului
poluant.

POLUAREA MEDIULUI ACVATIC CU METALE GRELE

Principalele cauze ale poludrii apelor sunt urbanizarea crescanda si industrializarea, intrucat
metalele si aliajele lor 1si gasesc o multitudine de aplicatii in ambele cazuri, de la materiale de
constructie la catalizatori folositi In industrie. Impactul asupra mediului depinde de concentratia
ionilor metalici in ape, de natura lor chimica, de rolul lor biologic si de perioada din viata 1n care au
fost expuse vietuitoarele la poluare. Chiar si in concentratii mici, unii compusi ai metalelor tind sa
fie extrem de periculosi, deoarece au tendinta de a se bioacumula in tesuturile adipoase ale
vietuitoarelor (metilmercur), astfel putand urca spre varful lantului trofic, constituind un real pericol
pentru oameni [2].

Efectele pe care metalele grele le pot avea asupra organismului uman sunt diverse, in functie
de natura elementului, dar in general interactioneaza cu materialul genetic si cu proteinele nucleare,
cauzand modificari ale structurii ADN-ului, ce duc la apoptoza (moarte celulard) sau carcinogeneza.
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Aceste interactiuni pot fi directe sau indirecte, prin intermediul radicalilor liberi generati de metale
prin reactii Fenton. Unele metale, precum Cadmiu si Nichel, inhiba mecanismele naturale de
reparare ale ADN-ului, ducand la sciziune si depurinare [2]. Alte metale grele (Pb, Hg) produc
degradari ale sistemului nervos central, avand efecte neurotoxice. Boala dezvoltatd in urma
expunerii repetate la ioni de plumb se numeste saturnism.

Modul de lucru

Cele mai comune modalitati de cuantificare ale metale grele sunt cele bazate pe metode
spectrale, fie spectrometrie de absorbtie atomica, fie de emisie atomica. Aceste metode analitice s-
au consacrat prin precizia, exactitatea si rapiditatea de care dau dovada, insd au si unele
dezavantaje, precum: pregatirea probelor este laborioasa, necesitdind numeroase etape de prelucrare,
costul aparaturii este ridicat, iar nivelul de pregatire al personalului care efectueaza analiza trebuie
sa fie unul avansat. In ultimele doud decenii, s-au dezvoltat noi metode analitice importante, ce
folosesc senzori moleculari (chemosenzori), ce au capacitatea de a-si modifica o proprietate fizica
masurabild in urma interactiunii cu ionul metalic. Cei mai comuni chemosenzori se bazeaza pe
modificarea proprietatilor optice, fie modificarea culorii, in cazul chemosenzorilor colorimetrici, fie
pe aparitia emisiei de fluorescentd, in cazul chemosenzorilor fluorimetrici. Analiza propriu-zisa
necesitd aparatura simpla, fie un fluorimetru sau un spectrofotometru, timpul de lucru fiind mult
redus datorita faptului ca probele nu necesita prelucrare aditionald, iar un alt avantaj il constituie
posibilitatea realizarii determinarii direct pe teren [3].

Metodele de depoluare actuale includ: bioremedierea apelor contaminate cu ajutorul algelor
[4] si adsorbtia pe materiale compozite biomimetice de tipul SiO>@chitosan [5].

Rezultate si discutii
In vederea bioremedierii apelor contaminate cu ajutorul algelor s-a determinat toleranta la

conditiile experimentale atat pentru C. vulgaris, cat si pentru s. spinosus, folosind citometrie in flux,
rezultatele fiind exprimate sub formd de procente. Pentru solutii avand concentratia de 0,5 mg/L
ioni de cupru, respectiv molibden, s-a reprezentat modificarea eficientei bioabsorbtiei in timp
(fig.1). MTW se refera la ape de mina contaminate cu ioni metalici [4].
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Figura 1. Variatia eficientei bioabsorbtiei in timp pentru Cu?* si Mo?* (C. vulgaris) [4].
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Rezultatele testelor aratd o tolerantd deosebitd pentru o plaja larga de valori ale concentratiei
metalelor grele in cazul speciei C. vulgaris. Apele in care concentratia ionilor de cupru depaseste 1
mg/L nu pot fi supuse acestui tratament, deoarece la aceste concentratii viabilitatea culturilor este
scazuta, sub 30%.

In cazul adsorbtiei pe materiale compozite biomimetice de tipul SiO>@chitosan (fig. 2) s-a
constatat cd acest tip de material compozit are capacitatea de a adsorbi ioni metalici chiar si din
solutii foarte diluate si sunt alcatuiti dintr-o matrita de oxid de siliciu acoperitd cu nanoparticule de
chitosan, ce prezintd un numar mare de grupdri functionale (hidroxil si amino) ce constituie situsuri
active care interactioneaza cu ionii metalici, cauzand adsorbtia lor. Structura speciald a silicei
conferd o suprafata specificd mult crescuta si previne aglomerarea chitosanului, ulterior pierderea
sa, inlesnind fenomenul de adsorbtie. Capacitatea de adsorbtie pentru Hg(II) s1i As(V) este de
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aproximativ 200 mg/g material compozit. Adsorbantul are capacitatea de a elimina din solutie 60%
din ionii metalici mentionati anterior in 2 minute [5].

Figura 2. Imagini (a), (b) FESEM si (c), (d) TEM cu particulele de material compozit [5].

POLUAREA AERULUI CU DIOXID DE CARBON

Probabil cel mai raspandit tip de poluare cu efectele cele mai resimtite si de cea mai lunga
duratd, poluarea atmosferei cu dioxid de carbon reprezintd o problema globald ce atrage un interes
crescand pe masurd ce frecventa aparitiei fenomenelor meteorologice extreme se mareste.
Principala sursa de emisii de carbon este activitatea umana, in 2019 omenirea a eliberat in atmosfera
43,1 miliarde de tone de COg, iar tendinta este una crescatoare [6].

In concentratii mici, dioxidul de carbon nu este periculos pentru oameni, fiind un produs al
metabolismului. La concentratii crescute, in jur de 4% in aerul inspirat, provoaca ameteli, senzatie
de respiratie ingreunata, iar urcand spre 8% produce pierderea cunostintei si poate duce la moarte,
in functie de timpul expunerii si de starea fizicd a persoanei. Poluarea cu CO2 afecteaza in mod
indirect sanatatea populatiei, prin alterarea conditiilor de mediu.

Pentru a reduce concentratia dioxidului de carbon in atmosfera este necesara dezvoltarea unui
sistem capabil sa proceseze debite enorme de aer, din care sa absoarba selectiv dioxidul de carbon
intr-un mod cét mai eficient. In vederea rezolvirii acestei probleme, trebuie gisitd o solutie care si
fie n acelasi timp atat economic viabild, cat si prietenoasd cu mediul. Factorul economic este, din
pacate, singura variabila de decizie, astfel ca procesele care nu sunt avantajoase din punct de vedere
economic vor avea sanse de aplicare mult reduse. In final, problema care trebuie rezolvata devine
transformarea dioxidului de carbon capturat Intr-un produs care sd genereze profit.

Modul de lucru

Masurarea concentratiei de COz poate fi realizata utilizand metode chimice sau fizice, cel
mai larg intrebuintate fiind metodele bazate pe fenomene fizice. In acest scop s-au elaborat o
multitudine de senzori, dintre care se mentioneaza: senzorul infrarosu nondispersiv (NDIR),
senzorul fotoacustic si senzorul chimic. Acesti senzori au avantajul realizarii rapide a masuratorii,
fiind in acelasi timp sensibili la modificari mici ale concentratiei dioxidului de carbon. Metodele
chimice implica o procedurd de lucru laborioasa, iar valorile obtinute pot diferi in functie de
pregéatirea persoanei care realizeaza analiza, acest lucru fiind indezirabil.

Cele mai des utilizate procedee pentru captarea CO2 din aer implica utilizarea solutiilor
alcaline de amine organice sau de baze anorganice.

Rezultate si discutii

Absorbtia se realizeaza atat fizic, cét si chimic, dioxidul de carbon avand caracter slab acid.
Aminele organice reactioneaza cu dioxidul de carbon formand carbonati si bicarbonati de alchil
amoniu, putand fi regenerate ulterior prin simpla incalzire (fig. 3).
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In timp, aminele folosite in cadrul procesului sufera degradiri (oxidare, condensare), ce duc
la scaderea eficientei absorbtiei. Reziduul generat de proces trebuie stocat sau distrus, deoarece
impactul acestor substante asupra sanatatii oamenilor este necunoscut, iar poluarea cu reziduuri nu
este de dorit; se estimeaza ca o instalatic cu o capacitate de captare de 1 milion de tone de CO>

anual ar genera intre 300 si 3000 de tone de reziduu aminic anual [7].
co,

‘é Condenser

Exhaust

Regenerated
amine

Flue gas

CO, saturated 7 Reboiler

amine

Figura 3. Reprezentare schematici simplificatd a procesului de absorbtie-desorbtie a CO- [8].

CONCLUZII

In concluzie, mentinerea calititii mediului ar trebui si reprezinte o prioritate atit pentru
marile corporatii, cat si pentru populatie. Lasatd nerezolvatd, problema poluarii va duce la o
degradare accelerata a conditiilor de viatd a tuturor vietuitoarelor, avand ca rezultat final un posibil
fenomen de extinctie pentru speciile care se adapteaza mai greu conditiilor mereu in schimbare.
Lipsa de discernamant In utilizarea resurselor naturale a generat o situatie fara precedent si din care
nu vom reusi sa iesim fara a implementa schimbari majore in stilul nostru de viata. Trebuie sa tinem
cont cd poluarea atmosferica nu este o chestiune locald si imediata, nivelul de dioxid de carbon din
atmosfera nu a crescut peste noapte si nici nu va scadea brusc, astfel se poate spune ca aceasta este
mostenirea pe care o vom lasa generatiilor viitoare. Prevenirea poludrii este mult mai usor de
realizat decat remedierea efectelor sale prin reconstruirea artificiald a ecosistemelor distruse de catre
efectele ei.
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Rezumat: In prezenta lucrare s-a luat in studiu hidroliza alcalind a acetatului de etil. Aplicand metoda
conductometricd s-a determinat timpul de injumatatire al reactiei, pornind de la diferite concentratii de
reactant §i urmarind reactia la temperaturi diferite. S-au stabilit conditiile optime de lucru pentru
parametrii studiafi.

Cuvinte cheie: hidroliza alcalina, timpul de injumaitatire, metoda conductometrica.

INTRODUCERE

Hidroliza esterilor se poate desfasura in mediu acid sau in mediu bazic. Hidroliza acida
corespunde unei cinetici de pseudo-ordin 1 in raport cu esterul. Hidroliza alcalinad a esterilor se
incadreaza la reactiile ireversibile de ordinul 2 si de ordine partiale unitare in raport cu cei doi
reactanti. S-a luat in studiu reactia de hidroliza a acetatului de etil cu hidroxid de sodiu. Procesul nu
corespunde unei catalize in sensul strict al cuvantului, deoarece ionii hidroxil sunt consumati in

H3CCOOC2H5 + HO" — H3CCOO™ + C2Hs0H

Expresia vitezei unei reactii de ordinul 2 este:

dc
V=- d'[R =kCRlcR2 (1)

in care:
Cr1, Cr2 — concentratiile reactantilor R1 si R2 la un timp t;
k — constanta de viteza;
V - viteza de reactie.

Daca se lucreaza pornind de la concentratii initiale egale ale reactantilor, relatia (1) ia forma:
dc
v=——R=kc? 2)
dt
Legea vitezei pentru o reactie de ordinul 2, in care se porneste de la concentratii initiale

egale de reactant este:

1 1
== 4kt 3)
CR COR
in care: Cor — concentratia reactantului (ester sau hidroxid) la momentul initial, t = 0.

Cr — concentratia reactantului la timpul t.

Pe baza legii vitezei (3) se poate determina timpul de injumatatire, ti2 , care corespunde
timpului necesar pentru ca, concentratia reactantului sa devind jumatate din cea initiala. Ca urmare,
un timp de Tnjumatatire redus indica o viteza de reactie mai mare.

MODUL DE LUCRU

Se prepara, in baloane cotate, solutii de hidroxid de sodiu, respectiv de acetat de etil de
concentratii egale: 0,015M, 0,03M si 0,06M.

In pahare Berzelius de 100 ml se amestecd volume egale din solutiile de aceeasi concentratie
de hidroxid de sodiu si de acetat de etil. Momentul amestecarii corespunde momentului initial, fata
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de care se fac determinarile. Pentru fiecare din aceste solutii se urmareste masurarea conductantei
timp de 20 de minute. In reactia de hidrolizd alcalina are loc un schimb intre ioni de mobilitati
diferite i anume ionii hidroxil mai mobili sunt inlocuiti de ionii acetat mai putin mobili, avand loc
modificarea conductantei amestecului reactant.

Se noteaza pentru fiecare set de determinari valoarea conductantei la un timp t, notata Gt. Se
efectueaza masuratori pentru amestecul de reactie mentinut la temperatura de 20°C, 24°C, respectiv
28°C.

Pentru a determina conductanta finala, Gr, se pregateste un amestec identic cu cel initial,
care se introduce intr-un pahar Erlenmeyer cu dop rodat, care, pentru desavarsirea reactiei Se
mentine in baia de apa termostatata la 60°C, timp de 30 minute. Se scoate apoi paharul cu proba din
baia de apa, se raceste la temperatura la care s-au efectuat determindrile experimentale si se citeste
la conductometru conductanta finala. Pentru toate probele se procedeaza la fel.

REZULTATE SI DISCUTII

Datele experimentale se prelucreaza in vederea obtinerii timpului de injumatatire.
Rezultatele masuratorilor conductantelor pentru amestecurile reactante de diferite concentratii la
temperaturi diferite, timp de 20 de minute, sunt prezentate in tabelul 1.

Tabelul 1. Rezultate experimentale.

t, Gt [mS]

[mln] CNaOH = Cester = 0,015M CNaoH = Cester = 0,03M CNaoH = Cester = 0,06M
t=20°C | t=24°C | t=28°C | t=20°C | t=24°C | t=28°C | t=20°C | t=24°C | t=28°C
1 2.50 2.40 2.20 4.20 4.00 3.82 7.4 6.95 6.45
2 2.37 2.22 2.02 4.03 3.82 3.53 6.84 6.38 5.92
3 2.29 2.08 1.98 3.86 3.64 3.35 6.32 5.83 5.49
4 2.23 2.01 181 3.74 3.40 3.15 6.03 5.47 5.12
5

6

7

2.17 1.98 1.74 3.6 3.28 3.01 5.75 5.12 4.89
2.14 1.90 1.65 3.46 3.15 2.92 5.40 4.85 4.59
2.09 1.80 1.56 3.39 3.05 2.84 5.29 4.52 4.29

8 2.05 1.77 1.48 3.27 2.92 2.76 5.17 4.22 4.15
10 1.98 1.68 1.40 3.17 2.83 2.70 5.08 4.02 3.95
12 1.93 1.63 1.35 3.01 2.78 2.66 5.01 3.89 3.75
14 1.88 1.59 1.29 3.03 2.75 2.62 4.96 3.75 3.48
17 1.81 1.56 1.26 2.93 2.72 2.58 4.88 3.66 3.38
20 1.77 1.55 1.24 2.89 2.70 2.55 4.82 3.60 3.32

final 1.34 1.30 1.12 1.90 1.68 1.52 3.10 2.80 2.45

Dependenta de conductanta a concentratiei hidroxidului de sodiu din amestecul reactant este

redata de relatia:
cr = K(Gt— Gy) 4)
in care:

Cr — concentratia (HO") la momentul t al hidrolizei;

K — constanta de proportionalitate;

Go — conductanta amestecului reactant in momentul initial;

Gt — conductanta amestecului corespunzatoare hidrolizei totale a esterului;

Gt — conductanta amestecului la timpul t.

(Go — G¢) rezulta prin extrapolarea la t = 0 a curbei cinetice Gt — G = f(t), care reda variatia
in timp a concentratiei (HO"). Din aceeasi curba se determina timpul de injumatatire ti2, care
reprezinta abscisa punctului de ordonata (Go — Gs)/ 2. Ilustrarea graficd a obtinerii timpilor de
injumdtatire este prezentatd in figurile 1-3 pentru solutiile de concentratii initiale 0,015 M, in
figurile 4-5 pentru solutiile de concentratii initiale 0,03M, respectiv in figurile 6-9 pentru
amestecurile de concentratii initiale 0,06M.
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Figura 1. Variatia concentratiei reactantului in timp, cor = 0,015M, t = 20°C.
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Figura 2. Variatia concentratiei reactantului in timp, cor = 0,015M, t = 24°C.
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Figura 3. Variatia concentratiei reactantului in timp, cor = 0,015M, t = 28°C.
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Figura 4. Variatia concentratiei reactantului in timp, cor = 0,03M, t = 20°C.

Figura 6. Variatia concentratiei reactantului in timp, cor = 0,03M, t = 28°C.
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Gt-Gf

Figura 7. Variatia concentratiei reactantului in timp, cor = 0,06M, t = 20°C.

Gt-Gf

Figura 8. Variatia concentratiei reactantului in timp, cor = 0,06M, t = 24°C.

Gt-Gf

Figura 9. Variatia concentratiei reactantului in timp, cor = 0,06M, t = 28°C.

Reunind rezultatele timpilor de Injumatatire calculati pe cale grafica se poate observa (figura
10) ca valorile scad odata cu cresterea temperaturii de hidroliza pentru amestecurile de reactie din
cele trei concentratii initiale diferite. Acest lucru indica o crestere a vitezei de reactie in acelasi sens.
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Figura 10. Valorile timpilor de injumattire pentru reactiile de hidroliza luate in studiu
la temperaturile: a) 20°C; b) 24°C si c) 28°C.

CONCLUZII

In practica e importanta cunoasterea vitezei de desfasurare a unei reactii. in lucrare s-a luat
in studiu reactia de hidroliza alcalind a acetatului de etil, lucrandu-Se cu concentratii diferite de
reactanti, la temperaturi diferite, cinetica reactiilor urmarindu-se conductometric.

Daca se mentine hidroliza la o temperaturd de 20°C s-a constatat experimental ca viteza de
reactie creste odatd cu cresterea concentratiilor initiale de reactanti. La o concentratie initiala de
0,06M se Inregistreaza valorile cele mai mici pentru timpii de injumatatire la toate temperaturile de
lucru, ceea ce denota faptul ca viteza de hidroliza creste cu concentratia. Pornind de la o anumita
concentratie initiald a reactantilor se observa o crestere a vitezei de reactie cu temperatura, cea mai
accentuatd modificare Inregistrandu-se la concentratia initiald cea mai micd, insd pentru
concentratia initiald cea mai ridicatd valoarea timpului de injumatitire este cea mai redusa,
respectiv viteza de hidroliza cea mai mare.

Studiul hidrolizei se poate extinde si pentru alti esteri, urmarind comparativ daca se respecta
aceleasi reguli observate in cazul acetatului de etil.
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CHIMIA CASCADEI VADU CRISULUI

Ancuta DULUS
profesor Colegiul National ”Onisifor Ghibu”, Oradea, p_a_anca@yahoo.com

Rezumat: Cascada de la Vadu Crisului este cea mai cunoscuta dintre cascadele Padurii Craiului. Accesul
la cascada se face pe jos din localitatile Vadu Crisului (1,9 km, traseu punct rosu dublu) sau Suncuius (2,6
km, traseu punct rosu dublu); sau cu trenul pe ruta Oradea — Cluj, statia Halta Pestera. Evaluarea starii
ecologice si starii chimice a corpurilor de apd naturale monitorizate, cu detaliere pe fiecare corp de apd a
fost efectuata de Administratia Bazinald de Apa Crisuri, sectiunea av. Suncuius — Vadu Crisului, anul 2022.
Cuvinte cheie: evaluarea starii ecologice, apa de suprafata

”Ne mai ramdne datoria de a respecta aceste meleaguri la orice pas, sa le pastram curate si intacte
pentru generatiile care vin si pentru noi cei de acum pentru ca in Natura ,, Turistul vine sa-si bucure
ochii; ganditorul gaseste 0 carte imensa unde fiecare stdnca este o scrisoare, unde fiecare lac este o
fraza, unde fiecare sat este un accent si de unde iese un fum de amintiri de mii de ani vechime”.
(Victor Hugo)

INTRODUCERE

Cea mai cunoscutd si fotografiatd dintre cascadele Padurii Craiului, cascada de la Vadu
Crisului poate fi vazuta si de la ferestrele trenurilor care strabat defileul Crisului Repede. Putini stiu
insd ci aceastd cadere de apa este de fapt una artificiald. In trecut, apele care ies din pestera de la
Vadu Crisului se varsau in rau dupa ce coborau panta, destul de lind, aflatd in partea dreapta a iesirii
din subteran.

Probabil, in primii ani ai secolului XX, odata cu lucrarile de amenajare a pesterii si cu
constructia cabanei, cursul pardului a fost deviat spre faleza inaltd de 10 metri. In perioadele mai
secetoase, cea mai spectaculoasa si cea mai cunoscuta cascada din muntii Padurea Craiului, cascada
de la Vadu Crisului, isi ascunde suvoiul inspumat in spatele unui baldachin natural de calcar.

La baza cascadei se afld un bazin natural, sapat de ape in stanca. Cel mai placut mod de a
descoperi acest obiectiv turistic e ca, intr-o zi de vara, sa cobori la baza falezei, sd asculti vuietul apei
si sd-1 simti racoarea.

Cascada este un punct obligatoriu de oprire pentru turele de rafting organizate de operatorii
din zona, locul fiind ideal pentru o balaceala in toata regula.

Sase dintre traseele de drumetie din destinatia Padurea Craiului pornesc sau au printre obiectivele lor
cascada Vadu Crisului:

Cabana Pestera Vadu Crisului — Pestera Batranului (banda albastrd), Circuitul galben al
Defileului Crisului Repede (punct galben), Circuitul versantului drept al Defileului Crisului
Repede (punct albastru), Circuitul versantului stang al Defileului Crisului Repede (punct
rosu), Cabana Pestera Vadu Crisului — Valea Misidului — Pestera Moanei (triunghi albastru), Cabana
Pestera Vadu Crisului — Suncuius (triunghi rosu).

Accesul
Cu masina:
Pe ruta Oradea — Cluj (E60)
Topa de Cris — Vadu Crisului
Pe ruta Oradea — Deva (E 79)
Beius — Delani — Petreasa — Remetea — Cabesti — Rosia — Damis — Bratca — Balnaca — Suncuius —
Vadu Crisului
Atentie! Accesul auto la cascada Vadu Crisului nu este posibil.
Cu trenul:
Pe ruta Cluj — Oradea, prin statia Halta Pestera
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Pe jos:

Accesul la cascada Vadu Crisului se face pe jos din localitatile Vadu Crisului (1,9 km, traseu punct
rosu dublu) sau Suncuius (2,6 km, traseu punct rosu dublu).
Evaluarea starii ecologice

Evaluarea starii ecologice si starii chimice a corpurilor de apa naturale monitorizate, cu
detaliere pe fiecare corp de apa a fost efectuatd de Administratia Bazinala de Apa Crisuri, sectiunea
av. Suncuius — Vadu Crisului, anul 2022:

Crisul Repede — Def.Crisul Repede — cnf. lad — av. Def.Crisul Repede + Afluent are o lungime
de 27.728 km si se incadreaza in tipologia ROO1. Sectiunea av. Suncuius a fost monitorizata dupa
programele S, P. Dupa elementele biologice se incadreaza in stare moderatd (si anume dupd
indicatorul fitobentos), dupa elementele fizico — chimice se incadreaza in stare buna, iar dupa poluanti
specifici se incadreaza in stare foarte bund. Starea ecologicd este moderatd datoritd indicatorului
fitobentos. Evaluarea starii chimice s-a efectuat pe baza datelor de monitorizare obtinute pentru
substantele prioritare/prioritar periculoase identificate in corpul de apa, in mediul de investigare apa.
Corpul de apa se incadreaza in stare chimica buna. Prin excluderea substantelor PBT omniprezente,
starea chimica a corpului de apa este buna.

EVALUARE STARE CHIMICA (2022)

DATE IDENTIFICARE:

ABA: ABAC (Administratia Bazinald de Apa Crisuri)
BAZIN HIDROGRAFIC: Crisuri

CURS DE APA: Crisul Repede

COD CA: RORW3-1-44 B3

CORP DE APA: Crisul Repede--Def.Crisul Repede - cnf. lad - av. Def.Crisul Repede + Afluent
SISTEM DE MONITORIZARE: Rau
CARACTER CA: N

TIPOLOGIE: RO01

LUNGIME (KM): 27.728

ORDINE: 3

SECTIUNI EVALUARE: av. Suncuius
EVALUARE FINALA: moderata
ELEMENTE BIOLOGICE: moderata
FITOPLANCTON: -

FITOBENTOS: moderata
MACRONEVERTEBRATE: foarte buna
IHTIOFAUNA: -

MACROFITE, MACROALGE: foarte buna
ELEMENTE SUPORT: buna
FIZICO-CHIMICE GENERALE: buna
CONDITII TERMICE: foarte buna
Temperatura apei (°C): foarte buna
CONDITII DE OXIGENARE: buna

CBOs (mgO2/l): buna

CCO-Cr (mgO2/l): -

Oxigen dizolvat (concentratie) (mgO2/l): buna
CONDITII DE SALINITATE: buna
Conductivitate (uS/cm): buna

STAREA ACIDIFIERII: foarte buna

pH (unit pH): foarte buna

NUTRIENTI: buna

N total (mg/l N): foarte buna

N-NHs (mg/l N): foarte buna

N-NO2 (mg/l N): buna
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N-NOs (mg/l N): buna

P total (mg/I P): foarte buna

P-PQO4 (mg/l P): foarte buna

POLUANTI SPECIFICI: foarte buna

ALTI POLUANTI SPECIFICI: foarte buna
Cianuri totale (pg/l): foarte buna

Detergenti anionactivi (ng/l): foarte buna

Fenoli totali (indice fenolic) (ug/l): foarte buna
POLUANTI SPECIFICI - METALE: foarte buna
Arsen dizolvat (ug/l): foarte buna

Crom dizolvat (Cr®* + Cr®") (ug/l)

Cupru dizolvat (ug/l): foarte buna

Zinc dizolvat (ug/1): foarte buna

POLUANTI SPECIFICI - MICROPOLUANTI ORGANICI: foarte buna
Acenaften (ng/l): foarte buna

PCB-uri (suma de 7) (ug/l): foarte buna

Toluen (pg/l): foarte buna

Xileni (suma) (pg/l): foarte buna
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DETERMINAREA CONCENTRATIEI CALCIULUI DIN LAPTE
SI PRODUSE LACTATE
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Istudent anul I11, specializarea Chimie, Facultatea de Informatica si Stiinte
2cadru coordonator, sef lucriri dr., Departamentul de Chimie, Facultatea de Informatica si
Stiinte, Universitatea din Oradea

Rezumat: In aceastd lucrare ne-am propus si determindm pH-ul, aciditatea si concentratia
calciului in lapte si unele produse lactate considerate acide datorita procesului de fermentatie
controlata care a avut loc la obtinerea lor. Produsele lactate selectate de noi au fost: lapte, iaurt,
sana, kefir, frisca, branza si smanana de gatit. Astfel, au fost analizate un numar de zece probe,
constand in lapte si produse lactate de diferite tipuri, ambalate, provenite din comert. Singura proba
care nu provine din comert este proba de lapte de casd, integral, care provine dintr-o gospoddrie
taraneasca din zona rurald a judetului Bihor. Probelor li s-a determinat pH-u/ cu hdrtia indicatoare
de pH si cu ajutorul pH-metrului. In urma analizelor efectuate pentru continutul de calciu in
produsele lactate, se observa ca poate varia in functie de tipul de produs, procesul de productie,
marca produsului, regiunea de provenientd a laptelui si alti factori.

Cuvinte cheie: concentratie ca, produse lactate, titrarea complexometrica

INTRODUCERE

Calciul este cel mai abundent mineral din organismul nostru, reprezentand pana la 2%
din masa corporala. Cu totii stim, inca din copilarie, cd un consum adecvat de calciu ne ajuta
sd avem oase puternice si sandtoase. Pe 1anga acest rol important, calciul mai are si alte functii
in organism, ceea ce face indispensabild prezenta lui zilnica in alimentatia noastra.

In lapte exista patru tipuri de componente importante: lipide, componente esentiale ale
grasimilor obisnuite (trigliceride); proteine (cazeine, albumine si globuline); glucide, in special
lactoza; saruri. In cantitati mici, laptele mai contine lecitine, vitamine, enzime, nucleotide si
gaze dizolvate, printre altele. Laptele este compus din 88% apa, 61% din energie, 3,4% din
lipide, 3,2% proteine, 4,7% lactoza si 0,72% minerale [1].

Calciul este un mineral esential pentru organismul uman, avand un rol vital in mentinerea
sanatatii oaselor, a dintilor si a sistemului muscular. Dintre sursele alimentare bogate in calciu,
produsele lactate detin o pozitie deosebit de importanta, fiind recunoscute pentru continutul lor
crescut de calciu si biodisponibilitatea acestuia [2].

Calciul este cel mai abundent mineral din organismul nostru, reprezentand pana la 2%
din masa corporald. Cu totii stim, inca din copildrie, ca un consum adecvat de calciu ne ajuta
sa avem oase puternice si sandtoase. Pe 1anga acest rol important, calciul mai are si alte functii
in organism, ceea ce face indispensabild prezenta lui zilnica in alimentatia noastra.

Din cantitatea totala de calciu care se afla in organism, 99% este depozitat in oase si
restul de 1% se afld In sange, In muschi si in limfa. Calciul este necesar pentru contractia si
vasodilatatia vasculard, pentru functia musculard, pentru semnalizarea intracelulara si secretia
hormonala, desi mai putin de 1% din calciul total din organism este necesar pentru a sustine
aceste functii metabolice critice. Calciul seric este foarte bine reglat si nu fluctueaza odata cu
modificarile cauzate de alimentatie; organismul foloseste tesutul osos ca rezervor si sursa de
calciu, pentru a mentine concentratii constante de calciu in sange, muschi si fluide intercelulare

[3].

Iatd cateva valori aproximative ale concentratiei de calciu in sursele mentionate:
parmezan (per 100 g): 1184 mg de calciu, lapte (per 100 ml): 120 - 130 mg de calciu, iaurt (per
100 ml):110 - 140 mg de calciu, branza (variaza in functie de tip): intre 600 si 1.000 mg de
calciu pe 100 de grame, peste (sardine conserva, per 100 g): 382 mg de calciu, fructe de mare
(creveti, per 100 g): 40 mg de calciu, spanac (crud, per 100 g): 99 mg de calciu, varza kale

42



STIINJE EXACTE S1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

(cruda, per 100 g): 150 mg de calciu, fasole (uscata, fiarta, per 100 g): 80 mg de calciu.
portocale (per 100 g): 40 mg de calciu, migdale (prajite, per 100 g): 264 mg de calciu [4].

O dieta sanatoasa trebuie sa contina 1200 mg de calciu pe zi. Trei portii de alimente
lactate pe zi oferd celor mai multe persoane cantitatea de calciu necesara. El este cel mai bine
absorbit de organism in prezenta lactozei, zaharul natural al laptelui.

In concluzie, calciul este un mineral esential pentru sinitatea oaselor, a dintilor si a
sistemului muscular. Consumul unei diete echilibrate care sa includa surse variate de calciu,
atat animale, cat si vegetale, reprezintd o abordare importanta pentru mentinerea unei sanatati
optime si prevenirea deficientelor de calciu. Cu toate acestea, este recomandat sd consultam un
specialist In nutritie sau medicul pentru a primi sfaturi personalizate privind necesarul de calciu
si alimentatia potrivita pentru propriile nevoi. [5]

PARTEA EXPERIMENTALA

In aceasta lucrare ne-am propus si determinim pH-ul, aciditatea si concentratia
calciului in lapte si unele produse lactate considerate acide datorita procesului de fermentatie
controlatd care a avut loc la obtinerea lor. Produsele lactate selectate de noi au fost: lapte, iaurt,
sana, kefir, frigca, branza si smanana de gatit si sunt prezentate in Figura 1.

Figura 1 Produsele lactate alese pentru determinari

1. Determinarea pH-ului si aciditatii
Initial s-a ncercat determinarea pH-ului cu ajutorul hartiei indicatoare de pH. Hartia
indicatoare de pH este impregnata cu substante chimice care 1si schimba culoarea in functie de
valoare pH-ului. Pentru fiecare proba s-a pregatit cate o hartia indicatoare de pH pe o sticla de
ceas. S-a introdus cate o bagheta 1n fiecare proba si dupa aceea s-a trecut peste suprafata hartiei
de pH, astfel incét sa fie bine impregnate zonele de culoare. S-a asteptat un minut sa se modifice
culoarea, apoi a fost comparata cu scala marcata pe prospectul cutiei si s-a citit valoarea de pH
corespunzatoare culorilor obtinute. Datele obtinute au fost inregistrate in Tabelul 1.
Masurarea exacta a pH-ului se face cu ajutorul aparatului numit pH-metru, care in
esentd este o pild electrica a carei forta electromotoare depinde de concentratia protonilor (H+)
in solutie. Celula galvanica este alcatuita dintr-un electrod de referinta (de argint sau calomel)
si un electrod senzor de pH (electrod de sticla).
pH =-1g [H+]
In acest caz s-a utilizat un pH-metru InoLab WTW, iar valorile de pH obtinute au fost
inregistrate in Tabelul 2. In Fig. 4 se poate observa ca determinarea valorii de pH s-a realizat
cu o precizie mult mai mare decat in cazul utilizarii hartiei de pH [6-8].
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Figura 2 Determinarea valorii pH—u'Iui laptelui cu ajutorul pH-metrului

Aciditatea laptelui poate fi apreciatd rapid prin anumite reactii calitative (proba
fierberii, proba cu alcool), iar cantitativ prin metoda titrarii (metoda standardizatd Standard
STAS 6353-75). Aciditatea laptelui se exprima in grade Thorner (°T) care reprezintd numarul
de mililitri de solutie hidroxid de sodiu 0,1N necesar pentru neutralizarea a 100 ml de lapte in
prezenta fenolftaleinei ca indicator [7].

Aciditatea produselor lactate se determinad in grade Thorner (°T) si reprezinta cantitatea
de NaOH 0,1 N consumat de 100 ml de proba de lapte sau produs lactat.

Aciditatea a fost calculata cu formula:

Aciditate (°T) = LNe0HTNaOKZD0 (1)
Vprobé

Unde
- VnaoH este volumul de NaOH 0,1 N utilizat la titrarea probelor, exprimat in ml;
- Fnaon este factorul solutiei de NaOH utilizate la titrare, care in cazul solutiei noastre a
fost 0,910
- Vprobs este volumul de proba folosit pentru fiecare produs lactat, exprimat in ml
in cazul determinarilor noastre, calculele de aciditate au fost efectuate cu formula:

Aciditate (°T) = M0 = 9.1 Vyoon (2)

Daca diferenta dintre rezultatele obtinute la cele doud determinari este mai mare de 5°T, este
necesar sd se efectueze si o a treia determinare. Intre cele doua valori ale aciditatii obtinute se
va face media aritmetica:

Aciditate,+Aciditate,

Aciditate (°T) = > 3)
In Tabelul 2 si Fig. 6 au fost inregistrate valorile obtinute pentru acidititile tuturor

produselor lactate analizate, s-a calculat aciditatea cu ajutorul formulei (2) si apoi s-a aflat
valoarea medie a acestora folosind formula (3) [7,8].

Tabelul 1. Valorile pH-ului si aciditatii pentru probele de lactate studiate

Nr. | Produs Valori pH Aciditate
Crt. medie
()
Hartie | pH-metru
pH
1 Lapte 3,7% grasime 45 5,42 46,86
2 Lapte de casa, integral 6,5 6,92 44,59
3 Lapte batut Bio 2% grasime 45 473 109,2
4 Taurt Bio 3,5% grasime 4.0 454 138,8
5 Taurt Bio de baut 2,5% grasime | 4,5 481 100,1
6 Sana fara lactoza 45 478 102,8
7 Kefir Bio 3,5% grasime 45 4,76 86,0
8 Smanana 32% grasime 6,5 6,71 91,0
9 Frisca neindulcita 32% grasime | 6,5 6,87 43,68
10 Branzica Bio 5,5% grasime 45 4,88 54,6
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pH si aciditate
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Figura 3 Valorile pH-ului si aciditatii pentru probele de lactate studiate

2 Determinarea calciului din lapte si produse lactate
Calciul este un mineral esential pentru sdnatatea oaselor si dintilor, dar si pentru

functionarea corespunzatoare a sistemului nervos, a muschilor si a inimii. Consumul adecvat
de calciu este deosebit de important in dezvoltarea si mentinerea sanatatii organismului uman.

1.

Continutului de calciu din lapte se poate determina prin urmatoarele metode:

Titrarea complexometrica: Aceastd metoda implicad utilizarea unui agent complexant,
cum ar fi EDTA (acid etilendiaminotetraacetic), pentru a forma un complex stabil cu
calciul din proba. Titrarea ulterioara cu o solutie standard de EDTA permite calcularea
continutului de calciu.

Spectroscopia de absorbtie atomica: Aceastd metoda se bazeaza pe absorbtia radiatiei
electromagnetice de catre atomii de calciu 1n stare gazoasa, dupa vaporizarea mostrei.
Intensitatea absorbtiei este proportionald cu concentratia de calciu.

Principiul spectrometriei de absorbtie atomica consta in excitarea atomilor substantei
de cercetat prin energie unei surse de radiatie ce are o frecventa egala cu frecventa liniei
de rezonanta a atomilor cercetati.

Aparatul trebuie sa contind o sursa de linii (Iampi catodice), arzator cu flacara,
dispozitiv de pulverizare, monocromator si un sistem de fotodetectie.

Proba este introdusd lateral cu ajutorul unei microseringi. Indiferent de tipul
atomizatorului (flacara sau cuptor) el trebuie sa realizeze uscarea, arderea si atomizarea
substantei. Pentru dozarea calciului proba se pulverizeaza dintr-o solutie de clorura de
lantan.

Metoda colorimetrica cu ortofenantrolina: Aceastd metoda se bazeaza pe schimbarea
de culoare a indicatorului ortofenantrolind in functie de concentratia de calciu din
proba. Intensitatea culorii este masurata cu un spectrofotometru si este folosita pentru
calcularea continutului de calciu.

Metoda complexului cu alizarina: Aceastd metoda implicd formarea unui complex de
calciu cu alizarina, care are o culoare roz-portocalie intensa. Intensitatea culorii este
madsuratd si folosita pentru determinarea concentratiei de calciu.

Concluzie: Determinarea continutului de calciu in lapte si produse lactate este esentiala

pentru monitorizarea aportului de calciu in dieta umand. Diverse metode analitice pot fi
utilizate pentru a obtine rezultate precise si fiabile. Asigurarea unei cantitéti adecvate de calciu
in dieta este esentiald pentru mentinerea sanatatii oaselor si a organismului in ansamblu. [7,8].

REZULTATE SI DISCUTII

In aceasta lucrare s-a determinat continutul in calciu al probelor de lapte si produse

lactate folosind metoda complexometrici de dozare a calciului (metoda Elliot, metoda
titrimetrica).
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Principiu. Titrarea directa a ionilor de calciu, in mediu intens alcalin cu sarea disodica
a acidului etilendiamintetraacetic (EDTA) in prezenta murexidului ca indicator. lonii de calciu
sunt fixati apoi cantitativ prin titrare cu EDTA eliberand indicatorul, astfel ca acesta coloreaza
solutia in violet.

Reactivi.

1. hidroxid de sodiu 2N. Se dizolva 90 g substanta in apa distilata, iar dupa racire se
aduce volumul la 1000 ml.

2. indicator murexid (purpurat de amoniu). Se foloseste un amestec fin pulverizat de
murexid si azotit de potasiu in proportie de 1/800.

3. solutie EDTA 0,01 M. Intr-un balon cotat de 1.000 ml se dizolva 2,92 g substanti
uscata in 200 ml apa distilata, alcalinizand cu hidroxid de sodiu 10%, pana ce solutia devine
perfect clara, apoi se completeaza la semn cu apa distilata. 1ml contine 0,4008 mg calciu.

Tehnica. Se dilueaza 20 ml proba pana la 100 ml cu apa distilata, se adauga 1 ml
tampoon hidroxid de sodiu 2 N si un varf de cutit (cateva centigrame) indicator murexid. Se
titreaza cu solutie EDTA 0,01M pana ce culoarea amestecului vireaza de laroz la violet. Paralel
se titreaza Si o proba martor, folosind apa distilata.

Caleul. Calciu—"4— = 222221000 (4), unde:
proba

V, F reprezinta volumul folosit la titrare, respectiv factorul solutiei de complexon. [8].
Valorile obtinute pentru determinarea calciului n probele studiate sunt prezentate in Tabelul 2
si Fig. 4:

Tabelul 2. Continutul de calciu in probele de lactate studiate

Nr. | Produs Calciu (mg/l)
Crt.

1 Lapte 3,7% grasime 360,72
2 Lapte de casa, integral 400,8
3 Lapte batut Bio 2% grasime 681,36
4 Taurt Bio 3,5% grasime 601,2
5 Taurt Bio de baut 2,5% grasime | 541,08
6 Sana fara lactoza 621,24
7 Kefir Bio 3,5% grasime 601,2
8 Sméanana 32% grasime 701,4
9 Frigca neindulcitd 32% grasime | 741,48
10 Branzica Bio 5,5% grasime 180,36

Continut de calciu
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Figura 4. Continutul de calciu in probele de lactate studiate
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pH, aciditate si continut de
calciu

pH Aciditate Calciu

Figura 5. pH-ul, aciditatea si continutul de calciu al probelor de lactate studiate

Au fost analizate un numar de zece probe, constand in lapte si produse lactate de diferite
tipuri, ambalate, provenite din comert. Singura proba care nu provine din comert este proba de
lapte de casa, integral, care provine dintr-o gospodarie taraneasca din zona rurald a judetului
Bihor. Cele zece probe analizate sunt urmatoarele: lapte 3,7% grasime; lapte de casa, integral,
lapte batut Bio 2% grasime; iaurt Bio 3,5% grasime; iaurt Bio de baut 2,5% grasime; Sana fara
lactoza; kefir Bio 3,5% grasime; Smanana 32% grasime; frisca neindulcitd 32% grasime si
branzica Bio 5,5% grasime.

Probelor li s-a determinat pH-ul cu hartia indicatoare de pH si cu ajutorul pH-metrului.

In Tabelul 1 se poate observa ci valorile de pH obtinute cu ajutorul hartiei indicatoare
in cazul produselor lactate sunt doar orientative, precizia valorii fiind destul de scédzuta.
Rezultate mult mai bune au fost inregistrate la utilizarea pH-metrului. pH-ul tuturor produselor
lactate a fost cuprins in intervalul 4.54 — 6,87, cel mai acid produs fiind iaurtul Bio cu 3,5%
grisime, iar cel mai putin acid a fost frisca neindulcita. In urma determinirii pH-ului, cat si a
aciditatii prin titrare cu o baza s-a observat ca aciditatea in cazul produselor lactate analizate a
crescut in ordinea: lapte, frisca, ,smatana, branzica, kefir, sana, lapte batut si iaurt, asa cum
rezulta din Tabelul 1 si Fig. 3. Cu trei exceptii: smantana, frisca si lapte integral, toate celelalte
prosuse studiate au valorile pH-ului cuprinse intre 4-5,5, ceea ce ne aratd ca toate aceste
produse sunt de fapt slab acide si de aceea sunt bine tolerate de catre organism.

Consumul adecvat de calciu este deosebit de important in dezvoltarea si mentinerea
sandtdtii organismului uman. Deoarece laptele si produsele lactate sunt cunoscute pentru
continutul lor bogat in calciu, determinarea precisa a acestui continut devine esentiald pentru a
asigura o dieta echilibratd si sandtoasa. Pentru probele studiate, asa cum se observa in Tabelul
2 si Fig.4, s-au obtinut valori ale continutului de calciu cuprinse intre 180,36 mg/l si 741,48
mg/l. Dupa cum se observa in Fig. 4, continutul de calciu al produselor studiate creste in
ordinea: branzica, lapte, iaurt, kefir, sana, lapte batut, smantana, frisca, iar pentru diferitele
tipuri de lapte si iaurt valorile au fost apropiate.

In urma analizelor efectuate pentru continutul de calciu in produsele lactate, se observa
cd poate varia in functie de tipul de produs, procesul de productie, marca produsului, regiunea
de provenientd a laptelui si alti factori.
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Rezumat: Apa este cea mai importanta moleculd anorganica din corpul uman, datorita proprietatilor sale
si implicit rolurilor sale indispensabile vietii. Cantitatea de apa din organism este metinuta la un nivel
constant printr-un mecanism de reglare. In lucrarea prezentd am incercat si observam cum continutul de
apad din organism este influentata de conditiile de mediu (temperatura si umiditate).

Cuvinte cheie: hidratare tegument, factori de mediu

INTRODUCERE

Apa este indispensabild vietii, fiind principalul constituent al tuturor organismelor vii.

Rolurile apei In organismul uman sunt multiple si variate si sunt datorate proprietatilor fizico-chimice
ale acesteia. Aceste proprietdti (punctul de topire si fierbere; capacitatea termicd mare; polaritatea
moleculei cu formarea legéturilor de hidrogen si fenomenul de capilaritate) explica functiile ei:

1. rol structural: apa este repartizata in celule, spatii intercelulare si extracelulare, vase sanguine
si limfatice;

2. mediul intern in care se distribuie toate substantele solubile, organice si anorganice,
favorizand astfel desfasurarea proceselor biochimice si de transport a substantelor nutritive
(proteine, vitamine, minerale) si a produsilor de excretie (ducand la eliminarea toxinelor din
organism);

3. metabolit universal: apa este atat reactant cat si produs de reactie in procesele biochimice
fundamentale (digestia si absorbtia substantelor nutritive, reactii de oxido-reducere In urma
carora se elibereaza energie);

4. mentinerea constantd a temperaturii organismului: apa inmagazineazd o cantitate mare de
caldura fara sa-si schimbe temperatura.

Datorita acestor functii, mentinerea constantd a continutului de apa in organism (gradul de hidratare)
este foarte importantd. Cantitatea de apa din corpul uman variaza in functie de sex, varsta, greutate si
continutul de grasime. Gradul de hidratare a organismului se reflecta direct in gradul de hidratare al
tegumentului; aproximativ 72% din greutatea tegumentului este reprezentata de apa.

Lucrarea de fata urmareste corelatia dintre factorii de mediu (temperatura si umiditate) si gradul de
hidratare a tegumentului.

MATERIAL SI METODA

Studiul nostru constd in determinarea gradului de hidratare a tegumentului, in conditii diferite de
mediu, la 10 persoane, cu varsta de 20 ani, clinic sanatoase, normopoderale.

Examinarile s-au efectuat cu un ,,Dispozitiv pentru masurarea gradului de hidratare a pielii”. Acest
aparat are la baza principiul masurarii impedantei bioelectrice, o0 metoda neinvaziva, care determina
rezistenta organismului fatd de un flux de curent electric slab, ce strabate tesuturile sale. Folosirea
analizatorului de impedantd bioelectricd reprezintd metoda actuald de determinare a apei din
organism, inclusiv a celei din tesuturi si grasimi.

Parametrii legati de conditiile de mediu au fost preluati cu un dispozitiv Android, de la The Weather
Channel.
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Figura 1. Dispozitiv pentru masurarea gradului de hidratare a tegumentului (analizator de impedanta bioelectrica)

REZULTATE

Primul set de masurdtori a fost efectuat intr-o zi ploioasa, de primavara, cu temperatura de 15 grade
Celsius si umiditate de 91%.

Al doilea set de masuratori a fost efectuat intr-o zi torida, de vard, cu temperatura de 35 grade Celsius
si umiditate de 41%.

Inaintea determinarilor subiectii nu au facut efort fizic si nu s-au hidratat timp de 2 ore.
Masuratorile s-au facut pe tegumentul anterior al antebratului, uscat si curat.

La fiecare subiect am efectuat cate trei masuratori consecutive, in cele doua conditii de mediu. Datele
din tabelul nr. 1 reprezinta media aritmetica a celor trei masuratori.

Tabelul nr.1
Conditii | I 1I 111 v \'% VI VII VIII IX X
de

mediu
15° C, | 36% 38% 32% 42% 41% 38% 35% 38% 42% 45%
91%
359 C, | 32% 35% 30% 38% 40% 36% 35% 32% 36% 37%
41%

Interpretarea rezultatelor:
e Sub 30% - piele foarte uscata;
o Intre 30% si 35% - piele uscati;
o Intre 36% si 45% - piele normal hidratati;
e Peste 46% - piele umeda.

CONCLUZII SI DISCUTII

In acest studiu nu a fost luat in calcul variatia gradului de hidratare in functie de sex, varstd si
continutul de tesut adipos. Din acest motiv toti subiectii au fost tineri, in varstd de 20 ani, iar
masurdtorile s-au efectuat pe fata anterioara a antebratului, unde cantitatea de grasime este minima.
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Variatia gradului de hidratare a tegumentului in
fuctie de conditiile de mediu
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Figura 2. Variatia gradului de hidratare a tegumentului la cei 10 subiecti in functie de conditiile de mediu (seria 1:
temperatura de 15° C si umiditate de 91%; seria 2: temperatura de 35° C si umiditate de 41%).

Datele din tabelul nr. 1 aratd o usoara crestere generala a gradului de hidratare a tegumentului direct
proportionald cu umiditatea si invers proportionala cu temperatura mediului. La doi subiecti conditiile
de mediu nu au influentat gradul de hidratare a tegumentului.

Variatiile mici ale gradului de hidratare a tegumentului in functie de conditiile de mediu dovedesc ca
in organism existd un echilibru permanent intre apa ingerata si cea excretatad. Acest echilibru se
mentine datoritd unei bune functionari a sistemului reglator din corpul uman format din hipotalamus,
hipofiza posterioara si rinichi. In conditii de mediu extreme, acest sistem poate fi depasit de aceea
este necesara cresterea aportului de lichide. Datele noastre sustin aceastd cocluzie.

BIBLIOGRAFIE

[1] Bryson, B. (2015). Despre toate pe scurt, De la Big Bang la ADN; Ed. Polirom

[2]Barbara Krumhardt, B., I. Edward Alcamo, I. (2022). Anatomie si fiziologie umana; Ed. University Press
[3] Nenitescu, C.D. (1972). Chimie generald; Ed. Didactica si Pedagogica

[4]Ryan, L., Norris, R. (2020). Chemistry; Cambridge University Press

[5]Shriver, D., Atkins, F., Langford, P.W. (1998). Chimie anorganica; Ed. Tehnica

51



STINJE EXACTE $I STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023
DETERMINAREA VITAMINEI C DIN CRUCIFERE

Anamaria-loana ALBU?, Alexandrina FODOR?

1Student Chimie, anul 111, Universitatea din Oradea, Facultatea de Informatici si Stiinte
2Coordonator lucrare, Departamentul de Chimie Universitatea din Oradea, Facultatea de Informatica si Stiinte

Rezumat: Cruciferele, contin foarte multe substante nutritive, benefice organismului, de la vitamine,
minerale, proteine, la carbohidrati si grasimi. Sunt bogate in vitamina A, vitamina C, acid folic si fibre,
cu un continut caloric scazut. Astfel este foarte important sa se cunoasca confinutul in vitamina C a
cruciferelor pentru o mai bunda apreciere a cantitdtilor care trebuiesc consumate pentru a asigura
aportul optim zilnic in dietd. In prezenta lucrare s-a analizat continutul de vitamina C in frunzele de:
varzd, varzd rosie, varza de Bruxelles si capdtina de: conopida, broccoli, gulie, in stare cruda. Metoda
aleasda pentru determinarea vitaminei C a fost cea cu 2,4 dinitrofenilhidrazina. Compardnd datele
obtinute experimental cu cele extrase din literature de specialitate S-a putut concluziona ca metoda
spectrofotometrica utilizatd este o metodd de incredere. Din valorile continutului de vitamina C din
cruciferele investigate se poate concluziona faptul ca pentru a se asigura doza de vitamina C
recomandata zilnic pentru un adult sandtos este suficient s se consume in stare crudd circa: 300 g
varzd, 100 g varzd rosie, 100 g varza de Bruxel, 100 g capdtina de Bocolli, 150 g capdtdna de Gulie,
potrivit National Institutes of Health

Cuvinte cheie: crucifere, metoda spectrofotometrica, 2,4 dinitrofenilhidrazina

INTRODUCERE

Vitamina C sau acidul ascorbic este unul dintre obiectivele principale ale controlului chimic
al alimentelor. Acest fapt se datoreaza pe de o parte importantei sale biologice, pe de alta parte
instabilitatii sale, fiind usor degradata nu numai de procesele tehnologice, dar si de maniera de
pregatire culinara, depozitare sau unele impuritati care ajung in alimente.

Legumele numite crucifere, denumire datd dupa familia botanica din care fac parte, si
anume Cruciferae sau Brassicaceae ( numele vine de la forma florilor, mai exact in forma de cruce)
sunt cultivate de secole in principal in Europa si Asia.

Cruciferele contin foarte multe substante nutritive, benefice organismului, de la vitamine,
minerale, proteine, la carbohidrati si grasimi. Sunt bogate in vitamina A, vitamina C, acid folic si
fibre, cu un continut caloric scazut. Se spune ca ideal ar fi sa se manance cel putin trei portii de
legume crucifere pe sdptdmana, iar pentru a retine o cantitate cat mai mare din nutrientii benefici ai
acestor legume, ar trebui sa le consumi cat mai proaspete.

Doza zilnica recomandata pentru vitamina C, potrivit National Institutes of Health este:

e 75 mg pentru femei;
e 90 mg pentru barbati;

o 85 mg pentru femeile insarcinate;

e 115-120 mg pentru femeile care alapteaza.

Astfel este foarte important sa se cunoasca conginutul in vitamina C a cruciferelor pentru o
mai buna apreciere a cantitatilor care trebuiesc consumate pentru a asigura aportul optim zilnic in
dieta.

Vitamina C datorita instabilitatii sale si importantei sale biologice este unul dintre
obiectivele principale ale controlului chimic al alimentelor. Fiind usor oxidabild datoritd prezentei
dienolului, intervine in metabolism in anumite procese redox, insd in acelasi timp prezinta o
sensibilitate fatd de actiunea oxigenului sau a altor elemente care pot cataliza oxidarea ei. Factorii
care favorizeaza oxidarea sunt pH-ul ridicat, oxigenul, oxigenul, temperatura, urmele de metale
grele.

in prezenta lucrare s-a analizat continutul de vitamina C 1n frunzele de: varza, varza rosie,
varza de Bruxelles si capatana de: conopida, broccoli, gulie, in stare cruda.
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DETERMINAREA VITAMINEI C PRIN METODA SPECTROFOTOMETRICA CU 2,4-
DINITROFENILHIDRAZINA

Probele analizate:
Au fost investigate frunzele de: varza, varza rosie, varza de Bruxelles si capatana de:
conopida, broccoli, gulie, in stare cruda.

Figura 1. probele investigate (frunzele de: varza, varza rosie, varza de Bruxelles si cdpatana de: conopida, broccoli,
gulie)

Principiul metodei de analiza

Exista numeroase metode de determinare a vitaminei C cum ar fi metodele titrimetrice,
metodele spectrofotometrice si HPLC. Cele mai de incredere sunt cele HPLC, care au avantajul
unei specificitati avansate, Insd acestea necesitd aparaturd si reactivi speciali §i implica operatii
relativ laborioase. Metodele spectrofotometrice prezintd avantajul unei executii simple, directe si
extrem de sensibile. Metoda aleasd pentru determinarea vitaminei C a fost cea cu 2,4
dinitrofenilhidrazina.

Metoda de determinare spectofotometrica a continutului total de vitamina C (acid ascorbic +
acid dehidroascorbic) utilizdind 2,4 dinitrofenilhidrazina se bazeaza pe o reactie de cuplare. Se
utilizeazd apa de brom, in prezenta acidului acetic, pentru a oxida acidul ascorbic in acid
dehidroascorbic.

OH
HO o 0

&) O

Figura 2. Acidul ascorbic/Acidul dehydroascorbic
https://en.wikipedia.org/wiki/Dehydroascorbic_acid

Dupa oxidare se adauga o cantitate cunoscuta de 2,4 dinitrofenilhidrazina pentru

a avea loc reactia de cuplare in urma careia se formeaza 0 osazona care in prezenta
acidului sulfuric 85% se coloreaza in rosu.
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Figura 3. reactia de formare a osazonei
https://ars.els-cdn.com/content/image/1-s2.0-S0026265X18301656-fx1.jpg

Absorbantele se masoara spectrofotometric la 450 nm, lungimea de unda la care osozona
prezinta absorbanta maxima.

1.50

1.35 4

1.20 4

1,05 -

NM
300 350 400 450 500 550 600
Wavelenght (nm)

Figura 4.Spectrul de absorbtie a 0sazonei acidului dehidroascorbic
[https://scialert.net/fulltext/?doi=jbs.2006.388.392]

Prelucrarea probelor:
Probele au fost aduse sub forma de puree cu ajutorul unu mixer vertical.

Figura 5. Prelucrarea probelor sub forma de puree (frunzele de: varza, varza rosie, varza de Bruxelles si capatana de:
conopida, broccoli, gulie)

Reactivi necesari:

-solutie de 2,4 dinitrofenilhidrazina, 2 g dizolvata in 100 ml acid sulfuric 85%
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_NH>

NO»

NO2

2, 4dinitrofenilhidrazina

-solutie acid sulfuric 85%

-Tiouree solutie 2%

-Apa de brom

H,N
Tiouree

-Solutie acid metafosforic HPO3 5%
-Solutie acid acetic 10%
-Solutie standard de acid ascorbic: 50 mg acid ascorbic se dizolva in 100 ml apa distilata (500

pg/ml).

Trasarea curbei de etalonare

Curba de etalonare s-a trasat pentru solutii cu concentratia acidului ascorbic de 5, 10, 15, 20,
25 ug/ml la care se adaugi 1 ml de 2,4 dinitrofenilhidrazini si se mentin solutiile la 37° C timp de 3
ore (pentru a avea loc reactia de cuplare) la intuneric. Dupa 3 ore solutiile Se racesc pe 0 baie de
gheatd si li se adauga 5 ml acid sulfuric 85%. Absorbantele solutiilor obtinute sunt masurate cu
ajutorul spectrofotometrului la 530 nm.

'_n

Figura 6. Solutiile preparate pentru curba de etalonare

Tabelul 1. Curba de etalonare

w

C
“SNH,

¢

Nr Concentratie Vitamina C Absorbanta masurata la 530 nm
ug/ml

1 80 0,07

2 120 0,12

3 160 0,16

4 200 0,2

5 240 0,23
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Figura 7.Curba de etalonare (Y=0,00067x+0,0549)

Prepararea solutiilor de analizat

S-au luat 10 g din pasta probelor de analizat si li s-a adaugat 50 ml acid metafosforic 5%.
Solutia astfel obtinuta s-a transferat in balon cotat de 250 ml si se aduce la semn cu acid
metafosforic 5%. Se agita bine balonul, se lasd in repaus pentru 10 minute si apoi se filtreaza
utilizand hartie de filtru Whatman.

Mod de lucru

Solutiilor filtrate li se adauga cateva picaturi de apa de brom si se agitd pentru omogenizare.
Se adauga cateva picaturi de solutie de tiouree 2% pentru a neutraliza excesul de brom.

Se adaugid 1 ml de 2,4 dinitrofenilhidrazini si se mentin solutiile la 37° C timp de 3 ore
(pentru a avea loc reactia de cuplare) la intuneric. Dupa 3 ore solutiile Se racesc pe 0 baie de gheata
si li se adauga 5 ml acid sulfuric 85%.

Absorbantele solutiilor obtinute sunt masurate cu ajutorul spectrofotometrului la 450 nm.
S-a utilizat un spectrofotometru UV-Vis T60 de la PG Instruments.

REZULTATE
In urma masurarii absorbantei probelor si a curbei de eclatonare s-au determinat

concentratiile de vitamina C. Rezultatele obtinute sunt prezentate in tabelul 2.
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Tabelul 2. Continutul de vitamina C din probele analizate

Nr. Proba Absorbanta Concentratia Cantitatea de
Masurata la 450 ug/ml vitamina C
nm determinata mg/100 mg
experimental | proba analizatd*
1 Varza -frunze 0,093 92 35,79
2 Varza rosie - frunze 0,146 145 56,42
3 Varza de Bruxelles - 0,213 212 82,50
capatana
4 Conopida - capatana 0,124 123 47,85
5 Broccoli -cipatana 0,223 224 87,15
6 Gulie -capatana 0,159 158 61,47

*Factorul de corectie la transformarea concentratiei determinate experimental utilizand
curba de etalonare si concentratia exprimatd in mg/100 mg proba analizata a fost: 2,570,
factor calculate tinand cont de faptul ca s-au luat in lucru 10 g proga, s-au adus la 257 ml in
urma diludrii §i adausului de reactive si transformarea pg in 0,001 mg)

Comparand datele obtinute experimental cu cele extrase din literature de specialitate (figura
8) se poate concluziona ca metoda spectrofotometrica utilizata este o metoda de incredere.

Tabelul 3. Compararea rezultatelor obtinute cu datele din litertura de specialitate

Nr. Proba Denumirea in limba latind Cantitatea de Cantitatea de
vitamina C vitamina C
Literatura*® Determinata
mg/100 mg experimental
mg/100 mg
1 Varza -frunze Brassica oleracea 36,60 35,79
2 Varza rosie - frunze Brassica oleracea L. 57,00 56,42
convar. capitata
3 Varza de Bruxellesc-patanic Brassica oleracea gemmifera | 85,00 82,50
4 Conopida - capatana Brassica oleracea 48,20 47,85
convar.botrytis var. botrytis
5 Broccoli -cipatana Brassica oleracea var. italica | 89,20 87,15
6 Gulie -capatana Brassica 62,00 61,47
oleracea var. gongyloides

* USDA Food Composition Databases https://ndb.nal.usda.gov/ndb/

date literatura/rezultate determinare
spectrofotometrica

89,
85 825 %715
6261,47
5756,42 :
48,27 85
36,85,79

Figura 8. Continutul de vitamina C din probele analizate comparate cu cele din literature de specialitate

Vitamina C mg/100 mg
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CONCLUZII

Dupa cum se poate observa datele obtinute sunt in foarte bund concordantd cu cele din
literatura de specialitate. Metoda spectrofotometrica utilizand 2,4 dinitrofenilhidrazina ca reactiv de
culoare s-a dovedit a fi o buna metoda de determinare a vitaminei C din legumele crude.

Din valorile continutului de vitamina ¢ din cruciferele investigate se poate concluziona
faptul ca pentru a se asigura doza de vitamina C recomandata zilnic pentru un adult sanatos este
suficient sa se consume in stare cruda circa: 300 g varza, 100 g varza rosie, 100 g varza de Bruxel,
100 g capatana de Bocolli, 150 g capatana de Gulie, potrivit National Institutes of Health.
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Rezumat: In lucrare se va analiza din punct de vedere cantitativ continutul de f-caroten, din trei
Uleiuri vegetale: ulei de catina, ulei de grdu si ulei de dovleac prin metoda spectrofotometrica UV-
VIS. Uleiurile extrase din plante sunt utilizate pe larg in domeniul alimentar, dar si in alte domenii
precum cosmetica si industria farmaceuticd. Acestea prezinta o deosebita valoare datoritd
numeroaselor principii active benefice care intra in componenta lor.

Cuvinte cheie: analiza spectrofotometricdi UV-VIS a B-carotenului, ulei de catina, ulei de grau si
ulei de dovleac

INTRODUCERE

Uleiurile vegetale fac parte din categoria cu cel mai mare continut In vitamine
liposolubile, in principal vitaminele A si E [1, 2]. Din punct de vedere al actiunii lor, vitaminele
liposolubile participd mai ales la procesele anabolice, actiondnd oarecum asemanator
hormonilor. Din acest motiv copiii, adolescentii si femeile in perioada maternitatii au necesitati
mai mari si sunt mai sensibili la carente decit alte grupuri de populatie [2].

Vitamina A este termenul dat unui grup de compusi organici lipofili si nesaturati, care
include: retinolul, retinalul, si cateva carotenoide care actioneaza ca provitamine A (cel mai
important fiind beta-carotenul).

Vitaminele A prezintd mai multe functii in organism, fiind importante pentru crestere,
dezvoltare, pentru mentinerea sistemului imunitar si pentru vederea buna. Vitaminele A sunt
necesare pentru retina ochiului, mai ales sub forma de retinal; acesta se combina cu proteina
denumita opsind formand rodopsind, molecula responsabila de absorbtia luminii atat in
vederea scotopicd, cat si in cea color. Sub forma de acid retinoic (forma oxidata ireversibil a
retinolului), vitamina A este un factor de crestere pentru tesuturi epiteliale si alte tipuri de
celule.

B-carotenul este un important antioxidant care, ajuns in organism, se tranforma in
vitamina A, fiind si principalul mijloc de a obtine aceastd vitamina din alimentatie.

Figura 1. Structura chimica a beta-carotenului

MATERIALE SI METODE

Pentru a separa beta-carotenul din diferite tipuri de uleiuri vegetale, sunt necesari 0,2 ml
ulei vegetal care se vor completa cu heptan la 4 ml. Absorbanta acestui amestec se va citi la
spectofotometru la o lungime de unda de 449 nm. Continutul beta-carotenului in probele de
analizat se determind prin raportarea absorbantelor probelor de analizat la o dreapta de
calibrare, care se va realiza cu ajutorul unor solutii standard de beta-caroten, cu concentratii
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cuprinse intre 2 si 10 pg/ml, preparate prin diluarea unor volume diferite de solutie standard de
beta-caroten cu concentratia de 20 pg/mL. Se citesc absorbantele solutiilor astfel obtinute la
449 nm si se traseazd dreapta de calibrare. Continutul de beta-caroten se exprima in mg, se
raporteazd la 100 g de produs vegetal si se determina folosind formula:

-10
Cx XfdxV
mg caroten % =222V o 10, unde:

m
Cx = concentratia in beta-caroten a probelor de analizat, extrasa din curba etalon (g/ml);
fg = factorul de dilutie aplicat probelor de analizat, in vederea incadréarii absorbantei lor in
domeniul curbei etalon;
Vex = volumul de extract obtinut (mL);

REZULTATE SI DISCUTII

Dozarea beta-carotenului din uleiurile vegetale

Analiza a fost efectuata cu un spectrofotometru SPECORD PLUS 210, in cuve de cuart
de 1 cm. Dreapta de calibrare se va realiza cu ajutorul unor solutii standard de beta-caroten, cu
concentratii cuprinse intre 2 si 10 pg/ml, preparate prin diluarea unor volume diferite de solutie
standard de beta-caroten cu concentratia de 20 pg/mL. Se citesc absorbantele solutiilor astfel
obtinute la 449 nm si se traseaza dreapta de calibrare.

Probe Solutia II Solutia III Solutia IV Solutia V
Valoarea absorbantei 0,0434 0,0170 0,0035 0,0010
determinata la 449 nm
Concentratia beta-carotenului 10 5 2,5 2
(pg/ml)

Tabelul 1. Absorbantele si concentratiile solutiilor de beta-caroten folosite la trasarea dreptei de calibrare.

Dreapta de calibrare a B-carotenului
0,0434

0,046
0,041
- 0036 |y =0,0053x - 0,0097
0,031
0,026
0,021
0,016

nm

0,017

o
o
2
=

o

o =)
Db
w
Ul

0,006
0,001

Absorbanta

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Concentratia [pug/ml]

Figura 2. Dreapta de calibrare a beta-carotenului

In studiu s-au folosit uleiuri vegetale de dovleac, de citina, si de germeni de grau.

S-au preparat solutii din cele trei uleiuri si heptan, astfel: 0,2 ml din fiecare ulei s-au completat
cu heptan la 4 ml si s-au diluat astfel:

e Ulei de catind - 10 pg/ml - dilutie 100 ori

e Ulei de dovleac -10 pg/ml - dilutie 25 ori

e Ulei de germeni de grau - 10 pg/ml - dilutie 25 ori
Ulterior, la aceeasi lungime de unda de 449 nm s-au citit absorbantele celor 3 solutii si cu
ajutorul dreptei de calibrare s-au determinat concentratiile lor in beta-caroten.

60



STIINJE EXACTE S1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

Mo, of cycle: 2

0.04E0

Mo, of u:_utga: 3

00189

Ma. af cycle: 4

0.0240

Figura 3. Absorbantele celor 3 uleiuri:
Catina - dilutie 100 ori (ciclu 2)

Dovleac - dilu;

tie 25 ori (ciclu 3)

Germeni de grau - dilutie 25 ori (ciclu 4)

la 449 nm
Tabelul 2. Absorbantele si concentratiile solutiilor uleiurilor analizate, determinate cu ajutorul dreptei de calibrare
Probe Ulei de catina Ulei de dovleac Ulei de germeni de grau
Dilutie 100x Dilutie 25x Dilutie 25x
Valoarea absorbantei
determinate la 449 nm 0,0460 0,0189 0,0240
Concentratia
(pg/ml) 10,4 5,2 6,4

Calcularea indicelui de aciditate pentru uleiurile vegetale, [3]

Indicele de aciditate al unui ulei creste de obicei cu perioada de stocare, in special in
conditii improprii de depozitare; au loc procese de oxidare a aldehidelor si de hidroliza a
esterilor. Determinarea indicelui de aciditate pentru uleiurile vegetale analizate s-a facut prin

titrare cu KOH 0,1N 1n prezenta de solutie alcoolica de fenolftaleina 1%, [5].

Titrarea acizilor liberi s-a considerat terminata in momentul aparitiei unei coloratii slab
roz, imaginea B., care se mentine mai mult de 10 secunde, moment in care se obtine punctul

final al titrarii.

Indicele de aciditate este calculat cu formula:

A 6L Vo,
m

(mg KOH/qg)

unde:Vo.in — volumul solutiei de hidroxid de potasiu 0.1N utilizat la titrare (ml);
m — masa de ulei volatil luatd in lucru (g).

Calcule:

e Pentru uleiul de dovleac:
Voin=2,7 mi
[.LA=5,61+2,7/m=15,147/m=15,147/0,190=79,7210

o Pentru uleiul de germeni de grau:
Voin= 10,7 mi
[.LA=5,61+10,7/m=60,027/m=60,027/0,186=322,7258

e Pentru uleiul de catina:
Voin=1,8 mi
1.LA=5,61+1,8/m=10,098/m=10,098/0,184=54,8804

Tabel 3. Indicele de aciditate pentru cele 3 uleiuri vegetale

Proba

Uleiul de dovleac

Uleiul de germeni de grau

Uleiul de catina

LA (mg KOH/g)

79,7210

322,7258

54,8804

Aciditatea libera este procentul de acizi grasi liberi aflati in uleiul de analizat si se
exprima conventional in acidul gras cel mai reprezentativ, [4]. Pentru uleiurile obisnuite de
soia, floarea soarelui, arahide, dovleac, nuca se exprima in acid oleic. Modul de lucru consta
in titrarea unei probe de ulei pentru analizat cu solutie de hidroxid de sodiu sau de potasiu, in
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prezenta indicatorului fenoftaleina. Aparitia coloratiei roz indica faptul ca toti acizii grasi liberi
au fost neutralizati.In figura 3 este prezentat nivelul aciditatii din uleiurile vegetale de dovleac,
germeni
degrau si catina.
Aciditatea uleiurilor vegetale, mg KOH/g

Uteiutde
germeni de
350
300
250
200

Ulei de'dovleac
Uleiul de catina

Figura 3. Nivelul aciditatii din cele trei uleiuri vegetale.

150

100

50

Uleiurile studiate au o aciditate libera corespunzitoare cu standardele in vigoare,
valorile fiind cuprinse intre 0,22-0,67 % acid oleic.

Calcularea indicelui de iod pentru cele 3 uleiuri vegetale, [5]

Indicele de iod al uleiurilor vegetale reprezintd numarul de grame de iod reactionate la
100 g proba, in conditii stabilite. Aceastd valoare indicd in special gradul de nesaturare al
resturilor de acizi grasi din gliceride.Utilizarea indicelui de iod in evaluarea uleiurilor nu este
de prea mare importanta, dar in unele cazuri acesta poate da informatii privind calitatea
produsului.
Indicele de iod se calculeaza cu formula:

1269V -¥)

m (g 12/g proba)
unde: VP —volumul de solutie de tiosulfat de sodiu utilizat la titrarea probei
martor (ml);
V — volumul de solutie de tiosulfat de sodiu utilizat la titrarea probei cu
ulei (ml);
m — masa de ulei luatad pentru analiza (g).
Calcule:

1.1.

Indicele de iod = 1,269 » (V°— V) / m, unde:
0,01269 = cantitatea de iod (g), corespunzatoare la Iml tiosulfat de sodiu solutie 0,1N
V? = volumul solutiei de tiosulfat de sodiu folosit la titrarea martor (ml) =35,5 ml
V = volumul solutiei de tiosulfat de sodiu folosit la titrarea probei cu ulei (ml)
m = cantitatea de ulei luatd pentru analiza(g).

e Pentru uleiul de dovleac:
V1=10,4 ml Na2S20s3 folositi la titrare
m=0,190 g
1.I=1,269 « (35,5-10,4) /m=31,8519/m=31,8519/0,190=167,6415
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o Pentru uleiul de germeni de griu:
V1=11,9 ml Na>S,03 folositi la titrare
m= 0,186 ¢
1.1=1,269 « (35,5-11,9) /m=29,9484/m=29,9484/0,186=161,0129

e Pentru uleiul de catina:
V1=15,2 ml Na2S203 folositi la titrare; m= 0,184 g
1.1=1,269 « (35,5-15,2) /Im=25,7607/m=25,7607/0,184=140,0038

Tabel 4. Indicele de iod pentru cele 3 uleiuri vegetale

Proba Uleiul de dovleac Uleiul de germeni de grau Uleiul de catina
Indicele de iod (g
Io/ g proba) 167,6415 161,01290 140,0038

Indicele de iod pentru cele 3 uleiuri vegetale

170
160
150
140
130
120

Uleiul de

dovieac Uleiul de

germeni de Uleiul de cating
grau
Ukeiul de dowieac Lleiul de germeni de griu lgiul de cating
167,64 161,01 140

Figura 4. Nivelul indicelui de iod din cele trei uleiuri vegetale.

CONCLUZII

Cunoasterea continutului cantitativ de principii active din uleiurile vegetale
comercializate determina aprecierea valorii acestora in functie de domeniul de utilizare.
Importanta studiului efectuat in aceastd lucrare este datd de necesitatea estimarii
impactului alimentatiei sdndtoase asupra starii de sdndtate si de oportunitatea elaborarii unor
studii, ca mecanism de perfectionare si armonizare a impactului dietei bazate pe alimente
functionale cu componente bioactive asupra calitatii vietii $1 In prevenirea aparitiei bolilor
degenerative.
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Rezumat: Studiul s-a oprit asupra reactiei de deshidratare la cald a cristalohidratului de clorurd
de cobalt, CoCly-6H0. In realitate acest compus este un acvacomplex, care la deshidratare suferd
reactii de inlocuire a moleculelor de apa cu anioni clorurd in sfera de coordinare a ionului de
Co(Il). In forma anhidrd moleculele de apd sunt complet substituite cu anioni clorurd si se observi
ca se modificd numdrul de coordinare si implicit si geometria de coordinare. S-au dezbdtut
probleme legate de stabilitate si de posibilitatea de deplasare a echilibrului de la o forma la alta la
variatia conditiilor de mediu. Modificarile structurale, schimbarea de culoare sunt toate discutate
din punct de vedere al teoriilor moderne, al spectrelor de caracterizare ridicate in UV-VIS cu
tranzitii electronice permise tratate conform diagramelor Orgel si Tanabe-Sugano pentru un cation
cu configuratie d’ CU inconjurare octaedricd.

Cuvinte cheie: Complecsi ioni cobalt 11, interpretare spectre

INTRODUCERE

In aceasta lucrare ne-am propus sa studiem doua reactii chimice de sinteza si transformare a
unor combinatii complexe si sa explicdm cu ajutorul teoriilor moderne, Teoria legaturii de valenta,
Teoria campului cristalin si Teoria orbitalilor moleculari, proprietdtile fizice si chimice ale
acestora [1].

Clorura de cobalt se prezinta sub forma unui cristalohidrat de culoare rosie cu formula
chimica CoClz-6H20. Este unul dintre cei mai comuni compusi ai cobaltului folositi in laborator.
Culoarea clorurii de cobalt difera de la forma hidratata sau la forma anhidra; Forma hidratata, sau
clorura de cobalt hexahidratati (CoClz-6H,0), are culoarea rosu inchis, visinie. In schimb, forma
anhidra, fara niciun pic de apa in compozitia sa, este de culoare albastru deschis. Datorita usurintei
reactiel de hidratare/deshidratare si a schimbarii rezultate a culorii, clorura de cobalt este utilizata
ca indicator al apei din desecanti. Compusul formeaza mai multi hidrati CoCl2-nH20, dar pentru
noi cei mai atractivi in aceastd lucrare sunt cei de forma, CoCl>-2H20. Sarea anhidrd este
higroscopicd, iar hexahidratul este delicvescent [2].

Interesul nostru pentru acest compus este legat de faptul ca cele sase molecule de apa
considerate apa de cristalizare sunt in realitate molecule de apd aflate in sfera de coordinare a
cationului de Co(ll), care apare ca fiind hexacoordinat, de tipul [Co(H20)6]Cl2. Cei sase atomi
donori de perechi de electroni ai oxigenului din moleculele de apa imprima solutiei 0 culoare rosie.

Altfel se vede ca stau lucrurile in cazul in care clorura de cobalt cristalohidrat este solida,
cand culorile pot sa fie de tip fucsia sau visinii. Acest lucru este posibil datoritd faptului ca in sfera
de coordinare a ionului de cobalt pot sd intre si cei doi anioni clorura din formula chimica. Cel mai
probabil acestor compusi li se atribuie o structurd asemandtoare cu cea a unui izomer trans in care
cei doi anioni CI” sunt un pozitii opuse in sfera de coordinare a ionului de Co(II). Coloratiile cu
tentd violet sunt asociate cu formele complexe de tip cis-[Co(H20)4Cl2] si trans-[Co(H20)4Clz].
Unele studii structurale propun posibilitatea de formare de lanturi tridimensionale in care cei doi
anioni clorura, CI', sunt legati in punte intre cationii de Co(II) [3].
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Figura 1. Clorura de cobalt anhidra (albastra ) si hidratata (rosu-violet)

Acest model tridimensional de lanturi lungi cu anioni clorura in punte intre doi cationi de
Co(Il) fac posibild o interpretare a structurii clorurii de cobalt anhidre de culoare albastra in
termenii unei inconjurari tetraedrice a fiecarui atom de Co(Il), in care anionii clorurd sunt atasati
partial coordinativ de acesta si face posibila scrierea unui dimer de tipul (CoClz)2 sub forma
Co[CoCl4]. In forma aceasta se poate lua in considerare un anion de tipul [CoCls]? ca cel care se
obtine la tratarea unei solutii de clorura de cobalt cu o solutie de HCI concentrat asa cum se poate
observa in reactia urmatoare [4]:

[Co(H,0)¢]Cl, + 2HCl cc.= H,[CoCl,] + 6H,0 (1)

Si 1n cadrul acestei reactii chimice efectuate in eprubetd solutia roz de clorura de cobalt
devine albastri, ca si CoClz anhidri, datoriti formirii anionului complex [CoCls]2. Se mai poate
observa in reactia de echilibru de mai sus cd forma anionici [CoCla]? este stabild in mediu acid,
iar adaugarea de apa, deci scaderea tariei acide si implicit cresterea pH-ului deplaseaza echilibrul
spre refacerea acvacomplexului roz, [Co(H20)s]*. In schimb o readiugare de HCI concentrat
poate conduce la refacerea anionului albastru tetracoordinat, [CoCl4]?2, conform principiului lui
Le Chatelier pentru reactii de echilibru in solutie [5].

— -

-— - 5

Figura 2. onului [CoCla]2 din [Co(H20)e]

btinerea ani

Structurile formelor complexe discutate pentru clorura de cobalt anhidra si hidratata sunt
prezentate in imaginile de mai jos:
OHQ OH2 OH2

.ll'-'l‘lC“ff.r”“ ‘ “\\\\\Cl""”ﬁ” “\\\\“leﬁ,’h \‘\\\\\CIH‘HI,,
"Co’. "Co” “Co.
N ‘ N ‘ N ‘ N
OH, OH, OH,

https://www.chm.bris.ac.uk/motm/cobalt-chloride/cobalt-chlorideh.htm
Figura 3. Structuri tridimensionale pentru [Co(H20)4Cl2] violet si CoCl, anhidru
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H,0 | ot 0® ’ ) . l o, W NN
H.0 cl H0
[Co(H:0)s]CL2 trans-[CoCL(H20)4] cis-[CoCL(H20)] CoClz
rosu fucsia violet albastru

Figura 4. Geometrii structurale pentru CoCl,-6H20 si CoCl2-4H20

Prin experimentul urmator incercam sd argumentam discutiile purtate mai sus cu privire la
comportarea CoCl-6H20 si a produsilor sai deshidratati si sd aratam ca este vorba de combinatii
complexe.

PARTE EXPERIMENTALA
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Se cantareste pe balanta o proba de aproximativ 5 g de clorura de cobalt (mi) fin mojarata,
se trece intr-o capsula de portelan si se deshidrateaza la cald pe resoul electric. Se va observa
virarea culorii de la rosu, la nuante de violet si apoi in final, la albastru. Se va recantari varianta
albastra deshidratata (ms). Din diferenta de masa se va determina cantitatea de apa pierduta prin
deshidratare, asa numitele molecule de apa de cristalizare. Se poate vedea ca la racire proba de
clorura de cobalt incepe sa se hidrateze cu vaporii de apa din aer, trecand din nou de la albastru, la
violet si 1n final la rosu, ceea ce inseamnd ca clorura de cobalt anhidra este o substantd
higroscopica.

Figura 5. Etape ale deshidratarii clorurii de cobalt cristalizate

Cand se obtine clorura de cobalt anhidra de culoare albastra, reactia chimica asociata
acestui proces este :

t°c
CoCl, - 6H,0 < CoCl, + 6H,0 (2)
In cazul unei deshidratari partiale se obtine un compus de culoare violet pentru care reactia
de deshidratare este:

CoCl, - 6H,0 2:(; CoCl, - 2H,0 + 4H,0 (3)

Clorura de cobalt este folosita pentru colorarea granulelor de silicagel utilizate la uscare, cu
rol sicativ in exsicatoare, ca marcator a gradului de hidratare a acestora. Cand silicagelul este uscat
st eficient, granulele sunt albastre, iar cand silicagelul e plin de apa absorbita din atmosfera,
granulele sunt roz si trebuie uscate pentru eficientizare. Uscarea granulelor de silicagel se
realizeaza in etuva la 105-110 °C [6].

REZULTATE SI DISCUTII
1. Determinarea numarului de molecule de apa pierdute prin deshidratare
Pentru a determina numarul de molecule de apa de cristalizare pierdute la Incalzire s-a
procedat astfel:
- 5-a determinat numarul de moli de cristalohidrat din proba initiala

@
) ) Mcristalohidrat L
- s-a calculat pierderea de masa, considerand ca provine doar de la apa care a parasit sistemul:
My,o =my — m; (5)
- s-a calculat numarul de moli de apa pierduti si asociati cele doua rezultate pentru a obtine formula
corecta a cristalohidratului.

n; =

My,0 Mpy,o0
o — 6
Ny,o0 My 18 (6)

- Se determind numarul de molecule de apa pierdute prin deshidratare sunt:
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Ny,o0
7
)

Rezultatele obtinute in urma calculelor sunt trecute in tabelul de mai jos

Molecule de apa pierdute n =

Tabel 1. Determinarea numarului de molecule de apa pierdute prin deshidratare de CoCly-6H,0
Sare CoCl,:6H,0
(MCoClz-6H20=238 g/mol)
Experiment 2
mcapsulé (g) 73176
mi (9) 5
mcapsulé"' Mg (g) 76,48
ms (Q) 2,72
Mapa (@) = mf -mi 2,28
Ny,o (moli) =m apd/18 0,127
ni (moli) =mi/M 0,021
ns (moli)=ni 0,021
n (molecule de apa pierdute)=n apéd/ni | 6
N molecule apa rimase 0
Formuld moleculara produs CoCl,

Atat calculele, cat si experimentul desfasurat au dovedit existenta a 6 molecule de apa in
forma de tip cristalohidrat de culoare rosie, CoCl2'6H20, in care existd cationul complex de tip
[Co(H20)6]*2, si o formi anhidrd CoClz fira molecule de apa care poate contine asocieri de tipul
unui anion tetracoordinat albastru, [CoCls]2. Pe parcursul transformirilor a fost semnalizati si
prezenta unui compus de culoare violet pe care 1-am atribuit unui complex de tipul [Co(H20)4Cl2].

2. Analiza structurilor complecsilor CoCl2 conform teoriilor moderne
In aceasta parte ne-am propus si lansam o discutie cu privire la structura compusilor , la
modul de realizare a legaturilor coordinative pe baza Teoriilor legaturii de valenta (TLV), Teoriei
campului cristalin (TCC) si Teoriei orbitalilor moleculari (TOM) [7].
Conform Teoriei legaturii de valenta ionul de Co(II) din clorura de cobalt este un ion cu o
configuratie electronicd de tip d’, in care distributia electronilor in orbitalii de tip d s-ar face in
modul urmitor, atat in cationul [Co(H20)s]*?, cit si in complexul [Co(H20)4Cl2]:

3d 4s 4p
co2 [ty e I+ e ) ) [ [ ]

3d 4s 4p 4d
[Co 0l [ty [t [t [1 [t | [ | [ o [mx | [xx[xx [ [ [ |

ottt 1t
| H:0 HQ HQ HQ HQ HQ |

Hibridizare sp3d?

[Co:0)CL] [ 1] [tL [t [t [t | [xx ] [s o [xx | [xx[xx| [ [ |

tot 1 1 11
(HO HQ HOHQ Ck Cl

Hibridizaré sp3d?

Figura 6. Configuratiile electronice realizate pentru complecsii [Co(H20)s]*? si [Co(H20)4Cl]
conform TLV

Conform teoriei TLV cei doi complecsi sunt hibridizati d?sp®, ceea ce inseamni ci
geometria de coordinare este una de tip octaedric in jurul ionului de Co(II), fiecare molecula de
apa doneaza cate o pereche de electroni. Prezenta a trei electroni desperecheati arata ca acesti
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complecsi sunt paramagnetici, cu un moment magnetic diferit de zero. Prezenta
paramagnetismului explica si culoarea acestor doi complecsi.

Totusi cei doi complecsi au culori diferite. Cationul [Co(H20)s]"? este rosu ceea ce
inseamna ca absoarbe lumina in jur de 490 nm, in timp ce complexul [Co(H20)4Cl;] este violet si
absoarbe lumina la 570 nm, la lungimi de unda mai mari, deci la frecvente mai mici. Tranzitiile
electronice cele mai probabile sunt de tip d—d intre orbitalii d ocupati cu electroni ai cationului
de Co(Il). Aceasta arata ca orbitalii d ai ionului de Co(II) in cei doi complecsi nu sunt echivalenti
din punct de vedere energetic si ca existd o scindare datorata campului cristalin octaedric creat de
cei sase liganzi orientati de-a lungul axelor de coordonate. Cu cét distanta dintre cele doud nivele
de orbitali d este mai mare, cu atat cantitatea de energie necesara saltului electronic din orbitalii
tog de energie mai joasa in orbitalii eg de energie mai inaltd se face mai greu, si complexul absoarbe
lumina la lungimi de unda mai mici [8].

Pentru ambii complecsi, cdmpul creat de liganzi este unul slab si sunt doua situatii de spin
inalt, cu un numar minim de electroni imperecheati. Diferentele de Do intre cei doi complecsi sunt
sugerate in schemele de mai jos:

Egt-1-
E Do Ee 1 1-
E l Do
T H T TortHt H
[Co(H20)6]™ (rosu) - 490 nm [Co(H20)4Cl>] (violet) — 570 nm

Figura 7. Scindarea orbitalilor d in cAmp octaedric de liganzi pentru [Co(H20)6]*? si
[Co(H20)4Cl2]

Energia de scindare in camp cristalin octaedric pentru ionul de Co(II) cu 5 electroni Tn Tzg
si 2 electroni in Eq are valoarea:

ESCC = (-0,4-5 + 0,6-2)-Do = (-2,0+1,2) -Do=-0,8D0  (8)

Acest rezultat ne arata ca electronii in urma complexarii vor ocupa o pozitie energetica mai
joasd, mai stabild comparativ cu ionul de Co(II) liber, iar cu cat valoarea parametrului de scindare
Do este mai mare, cu atat stabilitatea complexului este mai ridicati. In acest caz echilibrul este
favorabil acvacomplexului, asa cum s-a putut observa si din experimentul efectuat.

Conform schemei Teoriei orbitalilor moleculari (TOM) aplicata pentru cei doi complecsi
situatia va parea din nou asemandtoare, dar se va putea observa din nou prezenta a doua nivele
energetice rezultate In cadrul orbitalilor d ocupati cu electroni ai ionului de Co(II). Avantajul
acestei teorii este ca face interpretabile salturile de electroni permise conform studiilor efectuate
in spectroscopia UV-VIS si permite de asemenea sd se afle factorul de scindare in camp cristalin
octaedric pe baza pozitiei maximelor de absorbtie obtinute in aceste spectre [9].
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Figura 8. Distributia electronilor pe orbitalii moleculari conform TOM pentru complecsii
[Co(H20)6]™ si [Co(H20)4Cl7]

In cazul anionului complex [CoCls]?, ionul de Co(ll) este tetracoodinat de un ligand CI-
caracterizat atat in TLV, cat si iIn TCC d proprietatea sa de a realiza un camp slab de liganzi, adica
un camp in care scindarea orbitalilor d este foarte redusa, pastrandu-se aranjarea electronilor din
cationul initial Co(II) de configuratie electronici d’.

Asa cum se poate observa in figura de mai jos, conform configuratiei electronice in TLV
pentru anionul [CoCls]?, acceptarea perechilor de electroni provenite de la liganzii Cl se face in
orbitalii hibrizi vacanti cu energia cea mai joasi si se ajunge la o stare de hibridizare sp®
caracteristica unui complex tetracoordinat (N.C.=4).

In cazul unor liganzi orientati tetraedric in jurul cationului central de Co(II), acestia creeazi
un camp repulsiv mai puternic intre axele de coordonate, astfel ca orbitalii d cu energie mai joasa
vor fi orbitalii d orientati de-a lungul axelor de coordonate, d,z_,2 sid,z. Acesti doi orbitali
formeaza nivelul de energie mai joasa E, iar ceilalti trei orbitali cu lobii aflati intre axe, dxy, x; si
dy; constituie nivelul energetic T, de energie mai inalta.

Acest tip de scindare a orbitalilor d este specific inconjurdrii tetraedrice si este 4/9 din
scindarea caracteristica unei inconjurari octaedrice cu 6 liganzi. Aceastd diferenta este datorata
unei pozitii mai indepartate ca orientare in spatiu a celor 4 liganzi fata de de orbitalii d ai cationului
metalic central si datorita faptului ca un camp repulsiv creat de 6 perechi de electroni este mult
mai puternic decat unul realizat doar de 4 perechi de electroni.

3d 4s 4p T2+ 4+
co? [pufnefr e o] [ L[ [ | E
Dt=4/9Do
3d 4s 4p
[Cocl? [y [0 [t [1 I1 | [xx] [xx[xx[xx] E HH
11 1T
| CI Cl:.. Cl CI) [CoCl4]? (albastru) - 600 nm
Hibrinlllizare sp?

Figura 9. Configuratia electronica conform TLV si scindarea orbitalilor d conform TCC pentru
anionul complex [CoCla]?

Din configuratia TLV a ionului [COCls]? rezultd ci ionul prezinti paramagnetism si este
colorat, dar culoarea albastra poate fi explicata doar de tranzitiile d—d care apar datoritd despicarii
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energetice a orbitalilor 3d ai Co(II) datorita cAmpului cristalin creat de cei 4 liganzi, anionii clorura.
Acest complex prezinta un maxim de absorbtie, deci o tranzitie electronica la o lungime de unda
mai mare, ceea ce Inseamna ca aceasta tranzitie necesita o energie mai mica decat in cazul celorlalti
doi complecsi ai Co(II) discutati deja. Aceasta diferentd este datoratd pe de o parte campului
cristalin mai slab in camp tetraedric decat in camp octaedric, iar pe de alta parte datorita tariei mai
slabe 1n crearea de camp cristalin a anionilor clorurd decat a moleculelor de apa.

Energia de scindare in camp cristalin tetraedric pentru ionul de Co(Il) cu 4 electroni in E
si 3 electroni in T> are valoarea:

ESCC = (-0,6-4 + 0,4-3)-Dt = (-2,4+1,2) -Dt=-1,2Dt (9)

Din nou se obtin nivele cu energie mai joasa in urma complexarii cationului de Co(II)
comparativ cu cationul de Co(II) liber, stabilizarea ¢ mai mare decat in cazul cAmpului octaedric
pentru acelasi ion, dar sd nu uitam ca valoarea parametrului de scindare Dt este 4/9Do, altfel zis
mai putin de jumatate din valoarea parametrului de scindare in camp octaedric.

3. Analiza spectrala a complecsilor de Co(II)
Spectrul UV-VIS al unei solutii apoase de culoare roz de CoCl2:6H20 este de fapt un
spectru al ionului complex hexaacvacobalt (11), [Co(H20)6]*2, in care maximele de absorbtie
corespunzatoare tranzitiilor electronice permise se pot observa in imaginea de mai jos [10]:

A

em? mol?

06,

04,

25,000 20,000 15,000 10000 000

Numir de unda (cm-1)

Figura 10. Spectrul UV-VIS al ionului acvacomplex de Co(ll), [Co(H20)s]*?

In imaginea din dreapta sus din Fig. 10 se poate vedea cd umerii semnalului intens de la
19400 cm™ prezintd un umar la 16000 cm™, in care se ascunde un maxim de absorbtie mascat de
semnalul mai intens. Acestora li se vor atribui doua tranzitii diferite ca intensitate, asa cum se va
observa in discutiile urmatoare.

Conform diagramei Orgel tranzitiile electronice permise in camp octaedric de liganzi pentru
ionii de Co(ll) cu configuratia d” pe stratul de valenta sunt prezentate in figura urmitoare:

4
Py Az TI"'I:P)
- +6/5A
T, (P)
Bl sB+x A,
I::
—t ] I5A 4
+ Tk
i YSAh-x #
l"k.
vl V2 V3

Figura 11. Diagrama Orgel cu tranzitiile electronice permise pentru cationul de Co(II) cu
configuratie electronicd d’
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Asa cum se poate observa in partea dreapta a figurii de mai sus, pentru ionul de Co(ll) s-
au inregistrat urmatoarele tranzitii permise, care sunt insotite de urmatoarele observatii [11]:
v1 4T2q (F) «*T14 (F) (8100 cm™) corespunde la 8Dq
v2 4A2q (F) «*T1g (F) (16000 cm™) —
v3 4T1g (P) «*T1g (F) (19400 cm™) — are tendinti de scindare datoritd unui nivel energetic apropiat
lui *T1g (P) sau datoritd efectului Jahn-Teller in cadrul termenului *T1g (P).

In ionul octaedric [Co(H20)s]%* se observa o bandi in jurul valorii de 8000 cm™ si o banda
larga cu centrul maxim in jur de 20000 cm™ (g al acestei benzi este sub 1 m? mol™).

Banda de cea mai joasi energie corespunde tranzitiei “Tog < 4T1g , ciireia i se atribuie benzile
de la 16000, 19400 si 21600 cm™. O altd variantd din literaturd sustine cd tranzitia “T1g(P)
«— *T1q are loc la 19400 cm™ si de ea ar fi agitatd tranzitia *Azq < *Tag, care are loc la 16000 cm-
! Banda de la 21600 cm™ este datorati efectelor spin-orbita.

A (Dq) ~ 16000 cm™ si B ~ 900 cm™.
A/B=9000/900=10
Tarie camp complecsi in functie de raportul A/B

Figura 12. Diagrama Tanabe-Sugano pentru cation d’ de Co(ll) din acvacomplex, inconjurat
octaedric
S-a incercat si se determine parametrii E/B, Dq/B (A/B) si B stiind ¢d Dq =900 cm™ (iar
D0=10Dg=9000 cm) si valorile energiilor benzilor de tranzitie E1, E2, Es pentru [Co(H20)s]%" .
Atunci:
E1/B=8100/900=9 pentru tranzitia vi *Tog (F) «*T14 (F) (8100 cm™)
E2/B=16000/900=17,8 pentru tranzitia v2 *Azq (F) «*T1g (F) (16000 cm™)
E3/B=19400/900=194/9=21,5 pentru tranzitia v3 *T1g (P) <*T1g (F) (19400 cm™)

In diagrama de mai jos pe baza valorilor rapoartelor E/B a rezultat ci cea mai buni valoare

pentru Dg/B este 0,9, astfel ci pentru B=900 cm™ se obtine Dq=900*0,9=810 cm™, adici iese
Do=10Dq=810 cm™=Ex, o situatie ideala. (In lucrare s-a propus Dg/B=900/900=1,0)

- Ty ®)

Figura 13. Determinarea factorului de scindare in camp octaedric DO pe baza diagramelor reunite Orgel si
Tanabe-Sugano pentru cation d’ de Co(ll) din acvacomplex, inconjurat octaedric
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CONCLUZII

Clorura de cobalt se prezinta ca un ion complex atat in solutie apoasa. Cat si 1n stare solida,
diferentele de culoare fiind datorate modificarii tipului de liganzi din sfera de coordinare. Aceste
schimbari de culoare pot fi observate cu ochiul liber si pot fi confirmate teoretic cu ajutorul Orgel
si Tanabe-Sugano se poate calcula factorul de scindare in caAmp octaedric de liganzi.
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Rezumat: In aceastd lucrare s-au analizat modificarile care apar din punct de vedere structural si spectral
la substituirea moleculelor de apa din sfera de coordinare a acvacomplexului clorurii de nichel cu molecule
de amoniac. Ambii complecsi, [Ni(H20)6]?* si [Ni(NHs)e)** sunt hexacoordinati si au o geometrie
octaedrica, dar schimbarile de culoare aratd ca ionii de nichel au un comportament diferit in functie de
natura ligandului coordinat. Au fost analizate comparativ configuratiile electronice a celor doi ioni
abordate din punct de vedere al teoriilor moderne a legaturii coordinative. S-a determinat factorul de
SCindare a orbitalilor d in camp cristalin si s-au anlaizat spectrele lor UV-VIS si s-au atribuit maximele de
absorbtie tranzitiilor electronice permise.

Cuvinte cheie: Complecsi de nichel II, interpretari spectre

INTRODUCERE

Compusii coordinativi contin un atom sau un ion central, de obicei un metal, inconjurat de
mai multi ioni sau molecule. Complexul tinde sa 1si pastreze identitatea chiar si in solutie, desi poate
aparea disocierea partiald. Acest complex poate fi un cation, un anion sau neionic, in functie de suma
sarcinilor atomului central cu cele ale ionilor sau moleculelor din sfera de coordinare [1].

Compusii coordinativi joaca un rol esential in industria chimica si in viata insasi. Importanta
complecsilor metalici devine clara atunci cand ne dam seama ca acea clorofild, care este vitala pentru
fotosinteza plantelor, este un complex de magneziu si ca hemoglobina, care transporta oxigenul catre
celulele animale, este un complex al fierului. Natura si proprietatile complecsilor metalelor sunt un
obiectul de studiu si cercetare de multi ani deja, dar continua sa ridice semne de intrebare si sa incite
curiozitatea cercetatorilor chimisti din intreaga lume. Unul dintre primele premii Nobel care au fost
acordate, a fost cel primit de Alfred Werner in 1913 pentru dezvoltarea conceptelor de baza ale
chimiei coordinative [2].

In aceastd lucrare atentia este indreptatd asupra studiului structural a cristalohidratului de
clorura de nichel, cu formula moleculara, NiCl>-6H20. In solutie apoasi si in acest caz avem un
acvacomplex hexacoordinat de Ni(11), de forma [Ni(H20)6]?*. Se urmireste de asemenea comportarea
acestuia n urma reactiei cu amoniacul in mediu acid , cand moleculele de apa din sfera de coordinare
a Ni(ll) sunt inlocuite cu molecule de amoniac [3].

Ecuatia reactiei chimice care are loc este:
[Ni(H,0)¢]Cl, + 6NH,OH = [Ni(NH;3)¢]Cl, + 6H,0 (10)
Reactia decurge usor, iar la addugarea in picdturi a unei solutii diluate de amoniac intr-0
solutie apoasd de cationi de Ni(Il) se observd migrarea culorii de la verde, caracteristic
acvacomplexului [Ni(H20)s]?* la albastru specific ionului hexaaminocomplex [Ni(NH3)s]?* .

Figura 1. Ob‘ginerea.omplexului [Ni(NHs)e]Clz

74



Vor fi discutate probleme structurale abordate cu ajutorul teoriilor moderne ale legaturii
coordinative, ca Teoria legaturii de valentd (TLV), Teoria cdmpului cristalin (TCC) si Teoria
orbitalilor moleculari (TOM) si vor fi analizate diferentele dintre cei doi ioni complecsi si din punct
de vedere spectral prin analiza tranzitiilor electronice din UV-VIS, determinandu-se factorul de
scindare dintre orbitalii d prin interpretarea datelor din diagramele Orgel si Tanabe-Sugano pentru
un cation cu configuratie d® in cAmp octaedric [4].

PARTE EXPERIMENTALA

Se cantaresc 6 g de clorura de nichel (NiCl2:6H20) (de fapt [Ni(H20)6]Cl2) la balanta
farmaceutica. Sarea se dizolva intr-un pahar Berzelius de 50 ml in 10 ml apa distilata, la cald, sub
agitare. Daca solutia nu este limpede se aciduleaza cu cateva picaturi de acid clorhidric (HCI) diluat.
Solutia se lasa sa se raceascad la temperatura camerei, se aseaza pe baie de gheatd si se adauga in
picaturi sub agitare 12 ml solutie de hidroxid de amoniu (NH4OH) concentrat, racit in prealabil pe
baie de gheata sau tinut la frigider. Amestecul de reactie se lasd sa se raceasca pe baie de gheata.
Cristalele obtinute se filtreaza la instalatia de filtrare la vid, se spala cu cativa mililitri de solutie
amoniacald racitd pe baie de gheata, apoi cu o solutie apoasa concentratd de amoniac, cu o solutie
alcoolica de amoniac si in final cu alcool pur. Produsul se usuca la instalatia de filtrare la vid
(cristalele se taseaza pe hartia de filtru cu partea pland a unui dop de sticld, pana ce nu se mai scurge
nici o picatura de filtrat, sub actiunea vidului). Cristalele de complex obtinute se trec pe o sticla de
ceas si se cantaresc. Compusul coordinativ [Ni(NH3)s]Cl2 se descompune la incalzire, de aceea el
trebuie sa fie uscat cu precautie la o temperatura de cel mult 40°C. La aer, sarea se descompune

treptat, pierzand amoniac, de aceea ea trebuie pastrata in
7]

Figura 2. Etapele ale sintezei [Ni(NH3)s]Cl

REZULTATE SI DISCUTII
1. Analiza structurilor complecsilor [Ni(H20)s]Cl2 si [Ni(NH3)s]Cl2

lonul de Ni(II) are o configuratie pe stratul de valenti de tip d®, iar configuratiile electronice
obtinute conform TLV in urma legirii a sase liganzi in cei doi cationi complecsi [Ni(H20)6]*? si
[Ni(NHs)6]*? sunt prezentate in Fig. 3. Situatia celor doi complecsi este similari, perechile de
electroni donate de cei 6 liganzi ocupa in ambele situatii orbitalii hibrizi vacanti 4s, 4p si 4d
conducand la o situatie de hibridizare sp®d?, specifici geometriilor octaedrice. La ionii complecsi ai
Ni(Il) exista electroni liberi necuplati in configuratia finala (doi electroni) ceea ce indicad prezenta
paramagnetismului si explica culoarea intensa a acestor compusi [6].
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Figura 3. Configuratiile electronice realizate pentru complecsii [Ni(H20)s]*? si [Ni(NH3)s]*? conform TLV

Asa cum se poate observa, electronii ionului de Ni(I) si-au pastrat pozitia initiala ca in ionul
simplu, fara sa aiba loc imperecherea lor in ciuda faptului cd moleculele de amoniac actioneaza ca un
ligand puternic. Acest comportament poate fi explicat numai cu ajutorul TCC care ne aratd cum se
realizeaza ocuparea cu electroni a celor doud nivele de orbitali d scindate in camp octaedric.

Din nou avem de-a face cu doi complecsi de culori diferite, [Ni(H20)s]"? verde ceea ce arati
ci trebuie si prezinte un maxim de absorbtie la 720 nm, in timp ce solutia albastrd de [Ni(NH3)s] "
absoarbe la 570 nm. Stiind ca lungimile de unda variaza invers proportional cu numarul de unda si
cu energia necesara tranzitiei electronice de pe nivelul inferior pe cel superior, rezulta ca parametrul
de scindare Do pentru complexul amoniacal va fi mai mare decat cel pentru acvacomplex, dar
asezarea electronilor pe cele doud nivele ale orbitalilor d, T2g si Eg, va raiméane identica pentru ambii
complecsi [7].

Ee++
E Do Eg++
E I Do
T HH e H R
[Ni(H20)6]"? (verde) - 720 nm [Ni(HNz)s] " (albastru) — 570 nm

Figura 4. Scindarea orbitalilor d in cAmp octaedric de liganzi pentru [Ni(H20)s]*? si [Ni(NHs)s]*2 conform TCC
Energia de scindare in camp cristalin octaedric pentru ionul de Ni(I) cu 6 electroni Tn Tzg si
2 electroni in Eg are valoarea:

ESCC = (-0,4-6 + 0,6-2)-Do = (-2,4+1,2) -Do=-1,2D0  (8)

Aceastd energie de scindare este foarte mare pentru ambii compusi si aratd o stabilizare
energetica a ionilor de Ni(II) Tn urma coordinarii liganzilor. Energia de scindare depinde si de valoarea
parametrului de scindare Do, care va fi mai mare in cazul coordinarii moleculelor de amoniac, liganzi
care creeazd un cdmp mai puternic decat moleculele de apa.

Structurile octaedrice propuse pentru cei doi compusi aratd in felul urmator. O geometrie
octaedrica este o bipiramida cu baza patratd si este forma geometricd cea mai ordonata si cea mai des
intalnitd pentru compusi cu sase pozitii de coordinare. In acesti doi complecsi fiecare ligand doneazi
o singura pereche de electroni ionului central de Ni(Il), iar numéarul de coordinare (NC=6) coincide
cu numarul de liganzi [8].
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Figura 6. Distributia electronilor pe orbitalii moleculari conform TOM pentru complecsii [Ni(H20)s]*? si
[Ni(NHz)e] *?

Distributia electronilor pe orbitalii moleculari rezultati in urma suprapunerii orbitalilor
atomici ai cationului metalic Ni(II) ( 3d, 4s si 4p) cu orbitalii cu perechi de electroni ai celor sase
liganzi conduc la situatii similare pentru cei doi complecsi, [Ni(H20)s]™? si [Ni(NHs)s]*?, cu
deosebirea ci nivelul energetic eg* este la o energie mai inaltd in complexul [Ni(NH3z)s]*? decat in
[Ni(H20)6]*?, ceea ce corespunde unui parametru de scindare in cAmp octaedric Do mai mare pentru
hexaaminocomplex [8].

2. Analiza spectrelor complecsilor [Ni(H20)s]Cl2 si [Ni(NH3)s]Cl2
Spectrele cationilor complecsi ai Ni(I1), [Ni(H20)6]*? si [Ni(NH3)s] "2, obtinute in domeniu
UV-VIS sunt prezentate in figura de mai jos.

Lungime de undia (nm)

1000 800 700 600 500 400
| 1 1 L 1

L NINE)G 2

—[Ni(H20)s] "

30x10°

Numir de undi (cm-1)

77



Figura 7. Spectrele UV-VIS ale [Ni(H20)s]*? si [Ni(NHzs)s]*

Complexul hexacoordinat [Ni(NH3)s]**are doua absorbante cu valori ale lui € in jur de 10, ceea
ce indica tranzitii permise de spin, dar Laporte interzise, caracteristice unui complex centrosimetric
asa cum este unul de simetrie Oh. Pentru acest complex de Ni(Il) sunt posibile trei tranzitii [9]:
v1 3Tog (F) «—3Azq (F) corespunde la ~10Dq
v2 3Tig (F) «3Azq (F) (17241 cm™) — dublet bine definit
v3 3T1g (P) «3Azg (P) (27624 cm™)

Parametrul B pentru Ni(II) in complexul [Ni(NH3)s]?* se poate calcula si se obtine valoarea
de 857 cm™. Utilizand valorile energiilor de absorbtie obtinute din spectru complexului se obtin valori
de E/B de 32,2 si 20,1. Aceste rezultate in diagramele Tanabe-Sugano pentru d® arati ci existd doui
absorbante care corespund la v2 si va. Din diagrama T-S arata ca vi corespunde la un raport E/B de
12,4 si la o valoare a absorbantei de 10627 cm™ (941 nm) in IR apropiat rezultd ci raportul A/B
(Dg/B) este 1,22, din care Dq este 1046 cm™ [10].

A

Em

s\ z

7
3

L]

Figura 8. Diagrama Tanabe-Sugano pentru cation d® inconjurat octaedric

Tabel 1. Benzi de tranzitie electronicd permise in spectrele UV-VIS ale [Ni(H20)s]*? si [Ni(NHz)g]

[Ni(NH3)g]?* [Ni(H20)6]*

v1 3Tog (F) <Az (F) corespunde la ~10Dq (~10627 cm™?)

v1 3Tog (F) «2Asq (F) (8700 cm™) corespunde la 10Dq

v2 3T1g (F) <Az (F) (17241 cm™) — dublet bine definit

v2 3T1g (F) «3Azg (F) (14500 cm't) — dublet bine definit

Vs 3T1g (P) <Az (P) (27624 cmY)

v3 3T1g (P) <Az (F) (25300 cm™)

1Eq (D) <Az (F) (13800 cm?).
Energia acesteia creste prin “furt de intensitate” de la banda
permisa din apropiere.

Benzile complexului cu ligand de NH3 sunt deplasate spre frecvente mai mari decat cele din

campul de liganzi al moleculelor de apd. Dq se poate afla pentru ambele situatii din valoare energiei
primei benzi, care este egald cu 10Dq. Pentru complexul [Ni(NH3)s]>* avem Dg=10627/10=1062,7
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cm, in timp ce pentru complexul [Ni(H20)s]**avem Dg=8700/10=870 cm™, deci o valoare mult mai
mica decat cea a celuilalt complex [11].

In spectre se observa prezenta unui umir, de energie scizuti, atribuit benzii de tranzitie
lEg«—2Ayq, care corespunde tranzitiilor electronice d—d in interiorul ionului de Ni®* in caAmpul
cristalin creat de liganzi. Energia acestea este mai mare in complexul cu molecule de H20, deoarece
aceastd bandi este mai apropiati de banda de tranzitie 3Tig(F)«3Azg (F) decat in complexul cu
molecule de NHa, iar ,,furtul de energie” este mai evident.

Din distributia electronilor in orbitalii d reprezentata mai sus, fiecare nivel energetic T2g si Eg
sunt ocupate in asa mod cu electroni incit nu se pune problema unui efect Jahn-Teller, in schimb
compusii prezintd moment magnetic permanent paramagnetism.

Intensitatea benzii de transfer de sarcinad vs este mai mare decét a celorlalte doud benzi in
spectrul complexului [Ni(H20)s]?*, poate datoriti caracterului mai polarizant si mai puternic
electronegativ, posibil o banda de transfer de sarcina de tip O—Ni(ll) [12].

CONCLUZII

Teoriile moderne ale legaturii coordinative asociate cu datele rezultate din analiza spectrala
UV-Vis pot sa explice modificarile care apar la inlocuirea liganzilor in sfera de coordinare a ionului
de Ni(II). Campul creat de liganzi, chiar si pentru o configuratie electronici foarte stabila de tip d®
poate sa conduca la deplasari ale benzilor de absorbtie electronice permise, asociate cu un grad mai
mare sau mai mic de scindare a orbitalilor de tip d si cu ajutorul diagramelor Tanabe-Sugano se poate
calcula valoarea parametrului de scindare. Acest parametru este mai mare in campul creat de
moleculele de amoniac, care sunt liganzi generatori de cAmp puternic, decét in cazul acvacomplexului
de Ni(I) cu molecule de apa in sfera de coordinare, raspunzdtoare pentru un camp de liganzi mai
slab.
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Rezumat: Acidul oxalic (oxalat) este un compus chimic gdsit in verdeturile cu frunze. In multe verdefuri
exista niveluri foarte ridicate de acid oxalic care de fapt joaca un rol semnificativ in metabolismul
plantelor si animalelor. Acidul oxalic se gaseste in multe plante: spanac, rubarba, sfecld, macris, cafea,
cacao, caju, ceai, fructe de padure, etc. Produsele care contin acid oxalic sunt bune pentru organism, dar
necesitd prudentda in utilizare. O cantitate excesiva de substantd duce la acumularea de saruri
daundtoare si poate provoca boli cronice. Determinarea acidul oxalic se poate face prin diferite metode:
titrimetrice, gravimetrice, spectrofotometrice. In prezenta lucrare s-a determinat experimental, prin
metoda spectrofotometricda cantitatea totald de acid oxalic/oxalati din frunzele de spanac, stevie §i
rubarbd. In urma analizelor efectuate a fost pusd in evidentd cea mai mare cantitate de acid oxalic in
frunzele de rubarba (fapt confirmat de datele din literatura de specialitate). Continutul de acid oxalic din
frunzele de stevie si spanac s-au dovedit a fi comparabile ca valoare. Dupa cum s-a putut observa datele
obtinute sunt in foarte bund concordanta cu cele din literatura de specialitate. Metoda spectrofotometrica
utilizand indolul ca reactiv de culoare s-a dovedit a fi o bund metodd de determinare a acidului oxalic
din frunzele de spanac, stevie si rubarbad.

Cuvinte cheie: acid oxalic, metoda spectrofotometrica, indol

INTRODUCERE

Acidul oxalic (oxalat) este un un compus chimic gasit in verdeturile cu frunze. In multe
verdeturi exista niveluri foarte ridicate de acid oxalic care de fapt joaca un rol semnificativ in
metabolismul plantelor si animalelor. Acidul oxalic se gaseste legat de ioni de sodiu, potasiu si
amoniu in aproape toate plantele. Aceste legaturi sunt saruri si se numesc oxalati. Laptele si carnea
au putin sau deloc oxalat.

Corpul nostru produce in mod natural oxalati (60-80%), diferenta (20-40%) provenind din
alimentele pe care le consumam. Un consum excesiv de alimente bogate in oxalati poate reduce
raportul. Dietele cu doze mari pot duce la mai mult oxalat in sange si urind, ceea ce poate juca un
rol in deficientele de calciu si pietrele la rinichi.

Acidul oxalic se gaseste in multe plante: spanac, rubarba, sfecla, macris, cafea, cacao, caju,
ceai, fructe de padure, etc. El reactioneaza cu minerale (mai ales cu calciu) si formeaza cristale care
agreseaza mucoasele tractului intestinal sau perforeaza membranele celulare.

Produsele care contin acid oxalic sunt bune pentru organism, dar necesitd prudentd in
utilizare. O cantitate excesiva de substantd duce la acumularea de sdruri daunatoare si poate provoca
boli cronice.

In prezenta lucrare s-au determinat experimental, prin metoda spectrofotometrica cantitatea
totala de acid oxalic/oxalati din frunzele de spanac, stevie si rubarba.

DETERMINAREA ACIDULUI OXALIC DIN FRUNZELE DE SPANAC, STEVIE SI
RUBARBA
Prelucrarea probelor

Pentru determinarea continutului de acid oxalic s-au folosit frunze de spanac, stevie si
rubarba uscate la cuptor. Frunzele uscate au fost mojarate.
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1. Frunze de spanac
7 SR TV

£3

Fira 3. Frunze de rubarba crude /ucate/pulbere
In tabelul 1. sunt trecute rezultatele obtinute la ucarea frunzelor

Tabelul 1. Umiditatea probelor analizate

Proba % apa
Frunze spanac 92,56
Frunze stevie 81,98
Frunze rubarba 92,13

Extractia a fost efectuata urmand metoda traditionala: 0,5 g frunze uscate au fost aduse in stare de
pudra si transferate intr-un balon cotat cu capacitate de 50 ml. La care s-au adaugat 30 ml de HCI
0,25 N si s-au tinut in baie de apa clocotita timp de aproximativ 15 min. Solutiile ob{inute s-au racit
la temperatura camerei. Volumul a fost completat la 50 ml cu HCI 0,25 N. Aceasta solutie a fost
utilizata ca extract pentru determinarea acidului oxalic. Solutia de lucru a fost proaspat preparata
inainte de utilizare.

Metoda de analiza

S-a folosit determinarea spectrofotometrica a acidului oxalic cu indol.

| .}

- "
(H _

N
H

‘
|

Figra 4. Indol

Aceastd metodad se bazeaza pe reactia dintre indol si acidul oxalic in care se formeaza un
compus de culoare roz [16].
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Reactivul indol a fost preparat proaspat prin dizolvarea a 100 mg de indol in 100 ml de acid
sulfuric concentrat.

S-a preparate 0 solutie stock de acid oxalic prin dizolvarea a 100 mg de acid oxalic
C2H2042H20; (Masa moleculara: 126,07 g) in apa distilata si adusa la 100 ml cu apa distilata in
balon cotat. Solutia stock s-a folosit pentru prepararea solutiilor de acid oxalic necesare pentru
trasarea curbei de calibrare.

Amestecul de testare a continut 2 ml solutie standard de acid oxalic la diferite concentratii,
variind de la 0,100 la 1,00 mg per ml, preparata in H2SO4 1N.

Solutia blank a fost preparata cu 2 ml de H2SO4 1N in loc de solutie de acid oxalic.

Apoi s-au adaugat 2 ml de reactiv indol in fiecare eprubeta, inclusiv blank, permitand
reactivului sa curga pe partea laterala a tubului pentru a minimiza dezvoltarea caldurii.

Toate eprubetele au fost plasate in baie de apa la 80°C pana la 90°C timp de 45 de minute.
Raécite la temperatura camerei, absorbanta a fost masurata la 525 nm pe spectrofotometru UV-VIS.

S

VI
&kl

Concentratia acidului oxalic | Absorbanta
mg/ml in H>SO4 1IN masurata
la 525 nm
0,00 0,08
0,2 0,12
0,4 0,24
0,6 0,47
0,8 0,72
1,00 0,91
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0,6
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01
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2

Figura 5. Curba de calibrare

REZULTATE
In urma masurarii absorbantei probelor si a curbei de elatonare s-au determinat

concentratiile de vitamina C. Rezultatele obtinute sunt prezentate in tabelul 2.
Tabelul 2. Continutul de vitamina C din probele analizate
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Nr. Proba Absorbanta Concentratia Cantitatea de Cantitatea de
masurata la 525 acid oxalic acid oxalic acid oxalic din
nm mg/ml mg/100 mg frunze proaspete

determinata frunze uscate* mg/100 mg
experimental calculata**

1 Frunze de spanac 0,316 0,4035 40,35 542,34

2 Frunze de stevie 0,504 0,6434 64,34 548,06

3 Frunze de rubarba 0,774 0,9876 98,76 1146

*Factorul de corectie la transformarea concentratiei determinate experimental utilizdnd curba de etalonare si
concentratia exprimata in mg/100 mg proba analizata (frunze uscate) a fost: 0,01, factor calculat tinand cont de
faptul ca s-au luat in lucru 0,5 g proba (frunze uscate), s-au adus la 50 ml in urma diludrii si adausului de

reactiv si transformarea pug in 0,001 mg)

** calculul s-a facut tindnd cont de umiditatea determinatd experimental

Figura 6. Cantitatea de acid oxalic din frunze proaspete de spanac, stevie si rubarba, determinata experimental (mg/100

In tabelul 3 sunt trecute date orientative (din literatura de specialitate) ale continutului de acid
oxalic 1n frunzele de spanac, stevie si rubarba.

1400

1200

1000

mg)

Tabelul 3. Date din literatura cu privire la concentratia de acid oxalic

Nr. Proba Date literatura *
mg/100 g frunze
proaspete

1 Frunze de spanac 600

2 Frunze de stevie 620

3 Frunze de rubarba 1900

** https://www.healthline.com/nutrition

In figura 7 sunt prezentate comparativ datele din literatura cu privire la concentratia de acid

oxalic si cele obtinute experimental.
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Figura 7. Comparatie intre datele obtinute experimental/date literature pentru continutul de acid oxalic in
frunzele de: spanac, stevie si rubarba analizate

CONCLUzII

In urma analizelor efectuate a fost pusa in evidentd cea mai mare cantitate de acid oxalic in
frunzele de rubarba (fapt confirmat de datele din literatura de specialitate). Continutul de acid oxalic
din frunzele de stevie si spanac s-au dovedit a fi comparabile ca valoare.

Dupi cum se poate observa in figura 4.10. datele obtinute sunt in foarte buni concordanti cu
cele din literatura de specialitate. Metoda spectrofotometrica utilizand indolul ca reactiv de culoare
s-a dovedit a fi o buna metoda de determinare a acidului oxalic din frunzele de spanac, stevie si
rubarba.
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Rezumat: Pasionata fiind de romanele politiste intotdeauna ma intdlneam cu diverse cazuri de otravire cu
arsenic, mercur, matrdagund, cianurd Sau toxina botulinica. In special insd, imi atragea atentia cianura cu
misteriosul sau miros de migdale amare si rapiditatea cu care rapunea victime intr-un decurs de cdteva
minute. Pdrea de-a dreptul nemiloasa si cred ca asta mi-a starnit si mai mult curiozitatea de a afla ce se
ascunde in spatele pomposului titlu atribuit acestei otravi. Astfel, prin intermediul acestei lucrari am
patruns in ,,intimitatea” cianurii, descoperind atdt numeroase date teoretice despre compusul chimic in
sine cdt $i aspecte Pozitive si mai putin pozitive in ceea ce priveste utilitatea acesteia.

Cuvinte cheie: acid cianhidric, otravire, anionul CN-, toxicitate, miros de migdale amare

INTRODUCERE

Existd oare otrava perfectd, substanta care absorbitd in cea mai redusd cantitate s
cauzeze moartea in mai putin de cateva minute? Ei bine poate cad nu reprezinta chiar ,,otrava perfectd”,
dar cert este ca cianura, cunoscuta ca fiind radicalul acidului cianhidric este o otrava a carui renume
dateaza de mai bine de citeva secole si pe care o intdlnim in majoritatea cazurilor de deces prin
otravire, precum si ca motiv principal in romanele Agathei Christie sau ale emblemei literaturii
politiste romanesti, Rodica Ojog-Brasoveanu . Este o substanta chimica foarte usor sintetizata in zilele
noastre $i cU toate ca este atat de toxica pentru specia umana, din mai multe puncte de vedere aceasta
este Incd folositd in foarte multe procese industriale si are multiple roluri n mediul Inconjurator.

Ca substanta cianura este anionul (CN") al acidului cianhidric (HCN), un lichid incolor,
cu miros de migdale amare, solubil atat in apa, cat si in alcool si eter. Acesta fierbe la temperatura de
25,6°C si se solidifica la temperatura de -15°C, formand o masa cristalind, alba. Are o constanta
dielectrica foarte mare ( €= 1381a 10°C ) care creste cu scaderea amplitudinii termice. Aceasta
proprietate, precum si puterea sa ionizanta mare, ar face din acidul cianhidric unul dintre cei mai buni
dizolvanti, dacd nu ar fi foarte toxic. In stare lichida, moleculele de HCN sunt asociate liniar prin
legaturi de hidrogen, structurd ce determind valoarea mare a constantei dielectrice. Structura
moleculei este liniara si prezinta doud forme tautomere- acidul cianhidric si izocianhidric:

acidul cianhidnc acidul izocia
Figura 1. Structura moleculei si formele sale tautomere

La temperatura obisnuita, predomind prima forma in proportie de 99%; la temperaturi
mai ridicate, echilibrul se schimbi cu predominarea celei de a doua. In solutie apoasi, acidul
cianhidric este foarte putin ionizat acesta fiind un acid chiar mai slab decat acidul carbonic. Acesta
insa deplaseaza alti acizi in sarurile lor, atunci cand formeaza o cianura insolubila. Acidul cianhidric
manifestd caracter reducator:

De asemenea, acidul cianhidric reactioneazad cu oxizii bazici, cu bazele si unele sdruri
formand cianurile, alcatuite din ionul cianura si diverse metale. Dintre compusii pe care ii formeaza
in urma acestor reactii, cianurile alcaline, alcalino-pamantoase si cele de mercur (I1) sunt solubile in
apa, celelalte fiind insolubile.[6]
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KCN + AgNO; —> KNO; + AgCN
AgCN + KCN - K[Ag(CN),]

OMNIPREZENTA ACIDULUI CIANHIDIRIC IN MEDIUL iNCONJURATOR

Fiind un acid organic acesta se giseste sub mai multe forme intr-o bund parte din plante,
mai ales in tesuturi sau in samburii fructelor. In mod practic acidul cianhidric este un component al
amigdalinei, un compus ce contine dizaharide gentibioze cu aglicon si aldepida beuzoica, care se
gaseste in cantitate de 2,5-3% in semintele migdalului, 0,37% in samburele de caise, 0,9-2,5% 1n
samburele de prune, 1,3%-2,4% in samburele de visine.[1] Totodatda, intdlnim o cantitate
considerabild de HCN in apele dulci si rauri, fiind eliminat de unele specii de alge, dar si in soluri sau
ape subterane in urma unor procese geologice.

Una dintre cele mai mari surse de cianurd din mediul incojurator este reprezentatd de
industria miniera. Cinanura de potasiu sau sodiu este utilizatd in procesul de extractie a aurului si a
altor metale pretioase utilizind metoda cianurrii[9]. In timpul acestui proces o mare parte din
substanta utilizata se poate scurge infectand astfel mediul Inconjurator si comunitatile locale precum
s-a intamplat in anul 2000 in mina din care se exploata aur in Baia Mare[8]. De asemenea, nu se
exclud procesele industriale, cum ar fi arderea combustibililor fosili sau productia de pesticide si
produse chimice ce emit in atmosfera cianura sub forma de vapori.

Amygdalin
Figura 2. Acidul cianhidric in compusul amigdalin

Industrial aceasta se obtine prin reactia in faza gazoasa intre NHs si CH4 (amonooxidarea
metanului) la 1200°C in prezenta de catalizatori:

Pt
CH,+ NH; - HCN +3H, — procedeul Degussa
Pt/Rh
2CH, + 2NH; + 30, ; 2HCN + 6H,0 — procedeul Andrussow

Un procedeu mai vechi (folosit pand in anul 1965) conta in reactia amidurii de sodiu cu
carbonul la temperaturi ridicate[6]:

Na + NH3 —)NaNH2+ H2
750°C
NaNH, + C =5 NaCN + H,

IMPACTUL ASUPRA SANATATII UMANE
Dupa cum am precizat si in introducere acidul cianhidric este o substanta extrem de
toxicad pentru fiintele umane si nu numai. Conform mai multor surse de cercetare am putut intocmi
un tabel conform caruia pe baza gramajului de cianura incinerata sub orice forma, viata este pusa in
pericol.[5][2][4]
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Concentratie Cantitate Simptome/Afectiuni
Nr. Caz ioni CN™in HCN/KCN Stare actuala A ; :
singe (Mg/L) (mg) vizibile in urma decesului
15] - ~250 Viu, resuscitat Soc sever, convulsii, lesin
2[2] 21,5 Intre 500-1000 Decedat Schimbarea culorii fetei
Schimbarea culorii fetei in
3[4] 160,0 - Decedat rosu-purpuriu, miros

puternic de migdale amare

In cazul intoxicatiei cu cianura nu exista diagnostice fiabile in urma unei autopsii. Cu
toate ca 1n cazurile de mai sus sunt prezente anumite simptome, acestea diferd de la organism la
organism, 1n functie de canitate, de modul in care otrava este incinerata si asa mai departe. Totusi
putem vorbi despre cateva caractere generale ilustrate prin: schimbarea culorii fetei in roz, mirosul
de ,,migdale amare”, gastrita si eroziuni orale sau periorale.

Otravirea cu acid cianhidric se diferentiaza de cea cu monoxid de carbon colorarea roz
intensa a fetei. Cu toate acestea nu este un simptom patogenic si nu este intotdeauna observata in
cazurile de deces cauzate prin otravirea cu cianura. Tot astfel, mirosul de ,,migdale amare” care pare
de cele mai multe ori ca un semnal de alarma cu privire la intoxicatia cu cianurd nu este intotdeauna
detectat. Acest fapt se datoreaza proliferarii aparatelor de respiratie cu flux de aer utilizate si a salilor
de autopsie intens populate cu cadavre, astfel ajungandu-se ca oamenii care sunt genetic capabili sa
detecze acest miros de migdale amare sa nu 1l simta[4].

ACTIUNEA CIANURII iN ORGANISMUL UMAN

Dupa modul in care otrava este inCineratd aceasta isi va face efectul in cateva minute.
Absorptia orala a cianurii reactioneaza cu corpul in cel mai scurt timp, aproximativ 5 minute in cazul
unei doze letale (peste 500mg substanta)[2]. Odata ajuns in organism, copusul HCN disociat in ionul
cianura si proton se raspandeste in organism acoperind 40% din masa corpului in timpul dat[7]. Fiind
un agent coroziv deterioreaza treptat tesuturile cu care intrd in contact si intefereaza cu procesul de
respiratie celulara. Prin interfenta cu procesul de respiratie celulara, cianura se leagd de enzima
cunoscuta sub numele de citocromoxidaza, care este esentiald in lantul respirator al celulelor. Prin
legarea de citocromoxidaza, cianura impiedica celulele s utilizeze oxigenul pentru a produce energie
prin respiratie celulard. Acest lucru duce la intreruperea procesului de generare al ATP-ului (acid
adenozin trifosfat), care este principalul combustibil energetic al celulelor. Fara suficient ATP,
celulele nu pot functiona corect si Incep sa sufere daune sau chiar sa moara.

Cele mai afectate organe de intoxicatia cu cianurd sunt sistemul nervos central si celulele
din inima, ficat si alte organe vitale. Stomacul de exemplu, poate prezenta semne de coroziune prin
aparitia sangerdrii, iar diverse modificari morfologice epiteliale pot aparea in mucoasa
gastroesofagiana.

Cu toate ca s-au descoperit tratamente ce constau in administrarea de antidoturi specifice
la un timp scurt dupd incinerarea acidului cianhidric, rata de supravietuire este una scazuta, egala cu
0 in cazul 1n care se administreaza doza letala sau o supradoza.

Tratamentul consta intr-un kit ce contine: nitrat de amil, nitrat de sodiu si tiosulfat (figura
4)[4]. Tiosulfatul de sodiu actioneaza prin legarea de enzima mitocondriala numitd rhodanaza,
facilitaind astfel conversia cianurii in tiocianat (figura 3). Un nou antidot utilizat recent este
hidroxocobalmina care reactionand cu cianura formeaza cianocobalmina (figura 5). Desi nu sunt
100% eficiente, aceste tratamente Tmpreund cu administrarea de oxigen pot preveni raspandirea
otravii In organism si stabilizarea acestuia.
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Cel mai utilizat antidot este Kit-ul care contine nitritii impreuna cu tiosulfatul, desi
studiile recente arata ca asocierea dintre hidroxocobalamina si tiosulfatul de sodiu este o0 alegere mai
buna.[5]

— S - 2_
201 pm
"S-C=N s

lon tiocianat lon tiosulfat
https://www.ymdb.ca/compounds/Y MDB00391 https://en.wikipedia.org/wiki/Thiosulfate

S

oxidase

H

-
<to Cyanocobalamin
&

Actiunea hidroxocobalminei
https://www.semanticscholar.org/paper/Role-of-Hydroxocobalamin-in-Acute-Cyanide-Poisoning-Shepherd-
Velez/61772e4f9d9679971d5bc0995fc9e0dcbcafb080

ACIDUL CIANHIDRIC, MAI MULT DECAT O OTRAVA

Cu toate ca pana acum am dezbatut doar toxicitatea acidului cianhidric, acest compus
chimic are 0 gama variata de aspecte pozitive si utilitati. Este important de mentionat ca aceste aspecte
pozitive nu anuleazd pericolele si riscurile asociate cu acidul si utilizarea acestuia trebuie sa fie
intotdeauna realizatd in conditii de sigurantd si in conformitate cu regulamentele si standardele de
securitate corespunzatoare. lata cateva aspecte pozitive ale acidului cianhidric:

1. Utilizari in industria chimica: Acidul cianhidric este utilizat in mod frecvent in industria
chimica ca precursor in productia altor substante chimice. De exemplu, este utilizat in
sinteza organica pentru obtinerea anumitor produse farmaceutice si substante chimice
organice.

2. Sinteza de materiale si produse utile: Acidul cianhidric este folosit in industria textila
pentru producerea de coloranti si pigmenti. De asemenea, este utilizat in procesele de
galvanizare, adica pentru a acoperi metalele cu un strat protector pentru a preveni
coroziunea.

3. Utilizare in procese de extractie: Datorita proprietatilor sale chimice, acidul cianhidric
este utilizat in procesele de extractie pentru separarea metalelor pretioase din minereuri
si alte materii prime. De exemplu, este utilizat in extractia aurului si argintului din
minereuri.[9]
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4. Utilizare in controlul daunatorilor: Acidul cianhidric poate fi utilizat in controlul
daunatorilor in agriculturd. Cu toate acestea, utilizarea sa este strict reglementata si
necesitd expertizd specializatd pentru a evita efectele toxice asupra mediului
inconjurdtor si sandtdtii umane.

5. Utilizare in medicina: Acidul cianhidric se administreazd sub formd de tablete de
amigdalin ca si tratament anumitor forme de cancer.[3]

Este important sa subliniem incd o data ca acidul cianhidric este un compus extrem de
periculos si toxic. Orice manipulare sau utilizare a acestuia trebuie realizata intr-un mediu controlat
si in conformitate cu regulamentele si procedurile de siguranta adecvate.

CONCLUZII

Astfel, analizand mai indeaproape aceasta substanta chimica am descoperit nu numai
complexitate din punct de vedere chimic, dar si vasta aplicabilitate a acesteia. De la modul prin care
anionul cianura se leaga cu enzima citocromoxidaza stopand utilizare de oxigen in procesul respirator
celular din organismul uman, pana la reactiile sale ce ajuta la inderpartarea aurului si ale altor metale
pretioase din roca.....

BIBLIOGRAFIE

[1] Arnaut, V., Mancus, N. Instalatic pentru extragerea simburilor din visine si cirese/
https://ibn.idsi.md/sites/default/files/imag_file/87-90_41.pdf

[2] Blanco, PJ, Rivero, AG (2004). First case of illegal euthanasia in Spain: fatal oral potassium cyanide poisoning

[3] Dang, T., Nguyen, C., & Tran, P. (2017). Physician Beware: Severe Cyanide Toxicity from Amygdalin Tablets
Ingestion. Case Reports in Emergency Medicine

[4] James, R. Gill, M.D. Marker, E., Marina Stajic, M..(2004). Suicide by Cyanide: 17 Deaths

[5] Jethava, D., Gupta, P., Kothari, S., Rijhwani, P., Kumar, A. (2014). Acute cyanide Intoxication: A rare case of survival
[6] Miftode, M., Stefanache, A. (2003). Chimia nemetalelor

[7] Bhattacharya, R.., Flora, S.J.S. (2009). CHAPTER 19 - Cyanide Toxicity and its Treatment

[8]www1: https://hudoc.echr.coe.int/fre?i=003-2615810-2848789

[9]lwwwz2: https://miningwatch.ro/rapoarte/cianura-in-minerit/

89


https://hudoc.echr.coe.int/fre?i=003-2615810-2848789
https://miningwatch.ro/rapoarte/cianura-in-minerit/

STIINJE EXACTE S1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

ROLUL TRETINOINEI IN TRATAMENTUL ACNEEI

Paul-Gabriel POPOVICIU?, Anita LUNCAN?

! Colegiul National ,,Emanuil Gojdu” -elev in clasa a Xll-a, Oradea, Romania -Str. Spiru
Haret, nr. 3-5, Oradea, paul.g.popoviciu@gmail.com
2 Colegiul National ,,Emanuil Gojdu” -profesoard de Chimie, Oradea, Romania

Rezumat: Acneea este una dintre cele mai comune afectiuni a pielii. Cu toate ca acneea nu are
efecte asupra sanatdtii fizice, aceasta afecteaza semnificativ sandtatea emotionald a pacientilor. Ca
urmare, domeniul medicamentelor pentru tratamentul acneei a devenit unul rentabil, iar tretinoina
este una dintre substantele des folosite in acest sens. Obiectivul acestui articol este de a analiza
modul in care se foloseste acest medicament pentru tratarea acneei. Se vor prezenta informatii
farmaceutice, date despre administrare, mecanismul de actiune si posibilele efecte secundare ale
tretinoinei, cdt si evaluarea subiectiva din partea pacientilor. De asemenea, se vor discuta cdteva
dintre implicatiile rezultatelor descoperite si se VOr sugera noi directii de cercetare.

Cuvinte cheie: Tretinoina, Acid Retinoic, Acnee, Dermatologie

INTRODUCERE

Acneea, cunoscuta si sub numele de acnee vulgara, reprezintd o afectiune cronica inflamatorie
a pielii ce rezulta dintr-o crestere a secretiei de sebum controlata de catre hormonii androgeni,
keratinizare alterata si dintr-0 activare a bacteriilor Propionibacterium acnes.? Aceasta afectiune, care
afecteaza 85% din persoanele de varste cuprinse intre 12 si 25 de ani, a fost considerata de-a lungul
timpului o problema estetica nesemnificativa fiindca nu prezenta riscuri majore legate de sanatatea
fizica. Astfel, afectiunea a fost ignorata de catre cercetatori pentru o lungd perioada de timp. Recent
insd, au aparut mai multe studii ce dovedesc o legaturd stransd dintre acnee si diferite probleme
psihologice adaptative?. Mai exact, s-a observat o corelatie, in special la tineri, intre acnee si simptome
de depresie®, anxietate®, ganduri intrusive si tentative de suicid®. Avand in vedere consetintele sociale
si economice a acestor probleme de natura psihologica, gasirea unui tratament eficient pentru acnee a
devenit foarte important. De exemplu, in 2021, conform unui studiu, 57% dintre tinerii care fac parte
din generatia Z si 63% dintre persoanele care fac parte din generatia Y, afirma ca acorda atentie speciala
medicamentelor utilizate in tratamentul acneei a devenit una profitabila si importanta, piata in care
segmentul reprezentat de retinoide a fost de aproximativ 26% in 2022." Din clasa retinoidelor face parte
si tretinoina, acidul vitaminei A - cunoscuta si sub numele de acid retinoic.® Tretinoina a fost aprobata
de FDA in anul 1971 si a devenit de atunci esentiald in tratamentul acneei.®

METODA
Pentru tretinoina s-au selectat urmatoarele aspecte pentru analiza:
1. Informatii farmaceutice
2. Date despre administrare
3. Mecanismul de actiune
4. Posibile efecte secundare si evaluarea subiectiva din partea pacientilor

Informatiile pentru primul aspect au fost preluate de pe PubChem. Datele despre administrare si

mecanismul de actiune au ca sursd diverse studii si articole de specialitate. Informatiile pentru al
patrulea criteriu au fost selectate de pe Drugs.com.
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1. Informatii farmaceutice

Denumirea I.LU.P.A.C a moleculei este: acid (2E,4E,6E,8E)-3,7-dimetil-9-
(2,6,6,trimetilciclohex-1-en-1-il)nona-2,4,6,8-tetraenoic. Formula moleculara
este: C20H2802, iar masa ei atomica este de 300.442 de grame/mol. In forma
pura tretinoina este un praf de culoare galbena spre portocaliu deschis, cu un
miros caracteristic floral. Molecula este practic insolubila in apa si glicerina. Ea
este ste usor solubila in octanol, etanol, polietilenglicol 400 si cloroform si
solubila in DMSO si eter. Punctul de topire este in jur de 180-182 de grade
Celsius.®®

2. Date despre administrare Molecula tretinoinei

Tretinoina in tratamentul acneei se administreaza o data pe zi, de regula seara datorita riscului
scazut de expunere la radiatii UV, aplicdndu-se un strat subtire pe zonele pielii unde sunt prezente
leziuni. Se recomanda, totusi, evitarea zonelor din apropierea ochilor, gurii si nasului.** Chiar la aplicare
se poate resimti o senzatie de impunsatur sau de caldura. In plus, frecventa aplicirii tretinoinei depinde
si de capacitatea pacientului de a o tolera. In primele saptimani ale tratamentului, aspectul fetei se poate
inrautati ca urmare a efectelor medicamentului asupra unor leziuni profunde care nu fuseserd inca
identificate. Efecte benefice se pot observa chiar dupa doua saptamani de la inceperea terapiei, dar, de
obicei, de abia dupa patru saptamani de tratament sunt vizibile imbunatatiri.

Se recomanda evitarea folosirii preparatelor pentru tratamentul acneei ce contin peroxid de
benzoil, sulf, rezorcina sau acid salicic, in mod concomitent cu tretinoina. De asemena, este indicata
oprirea tratamentului in cazul in care pacientul are o arsura solard activa.'?

3. Mecanismul de actiune

Tretinoina a fost aprobata de cdtre FDA in anul 1971. Cu toate acestea, mecanismul ei de
actiune exact nu este inca cunoscut. Consensul stiintific este ca tretinoina actioneaza prin stabilirea unor
legaturi cu receptorii acidului retinoic (, 8,v), si cu receptorii retinoizi X prin blocarea mediatorilor
inflamatori. Ca urmare productia de procolagen creste pentru a spori formatiunile de colagen de tip 1 si
tip 3. Colagenul de tip 1 este cel mai abundent si este folosit pentru a conferi structura pielii, oaselor,
tendoanelor si ligamentelor. Colagenul de tip 3 se gdseste in muschi, artere si organe®®.

Eficienta tretinoinei in tratamentul acneei este datd de capacitatea ei de a modifica formarea
foliculara anormala care apare datoritd keratinizarii excesive a celulelor epiteliale. Tretinoina
promoveaza descuamarea si cornificarea. Cea din urma duce la formarea stratului extern al pielli, numit
si stratul cornos, care serveste ca barierd primari intre mediu si organism.* In urma cornficarii, fosta
membrani celulari a keratinocitelor este inlocuitd de un strat de ceramide conectate cu proteine.’® in
plus, tretinoina sporeste activitatea mitotica, ceea ce grabeste turnover-ul corneocitelor slab aderente si
elimind continutul comedoanelor.™

4. Posibile efecte secundare si evaluarea subiectiva din partea pacientilor
Conform informatiilor gasite pe site-ul o ) )
Drugs.com, pand la data de 25.09.2023 tretinoina a  Tvetinoin topical rating summary

fost evaluata de 442 de pacienti. Media evaluarilor a - 10— 5
fost de 7.7/10. S IanaR i —_— 2%
413 ratings from 442 user reviews. 3 -— 1;/

Majoritatea paciengilor au fOSt satisfécu‘gi de Compare all 303 medications used in the treatment of 6 @ 39
efectele medicamentului, acestia vazand imbunatatiri "™ bl o
semnificative dupa aproximativ douda luni de P o
tratament. Printre cele mai comune efecte secundare P 8%

amintite se numara: senzatii de usturime, mancarimi,

c:flldura, Sau, 1mpunsatur1, defcuama_lre, INrogire a fe}el’ Captura de ecran cu privire la rezumatul evaludrilor subiective ale
piele neobisnuit de uscatd, schimbarea usoard a tretinoinei. Sursa: Drugs.com, din data de 25.09.2023.
nuantei tenului.'®

Conform datelor culese, 88% din pacientii care folosesc tretinoina ajung sa aiba cel putin unul
dintre simptomele secundare amintite mai sus.'’
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DISCUTII

Pe baza analizei ficute in acest articol se pot face trei observatii. In primul rnd, acneea
afecteaza majoritatea tinerilor. Conform studiilor, un procent de aproximativ 85% din persoanele cu
varste cuprinse intre 12 si 25 de ani sufera de acnee. Aceastd afectiune are consecinte negative asupra
sanatatii emotionale, chiar daca nu afecteaza sandtatea fizica intr-un mod semnificativ. Persoanele de
gen feminin si tinerii care apartin unor grupuri etnice sau rasiale minoritare sunt afectati emotional de
prezenta acneei intr-un mod disproportionat.’ Acestia experimenteaza intr-un procent mai ridicat
sentimente de rusine, anxietate, si fobii datorate conditiei lor medicale. In plus, acesti tineri au un risc
mai crescut de a se simti singuri, a experimenta bullying scolar si de a evita situatiile sociale in care
aspectul lor fizic ar putea fi evaluat. Aceste rezultate au implicatii importante pentru psihologii scolari,
profesori, parinti si pentru alti profesionisti preocupati de sinitatea mentali a tinerilor. In al doilea rand,
notam faptul cd Incd nu se cunoaste exact mecanismul de actiune a tretinoinei, cu toate ca acest
medicament este folosit de mai bine de 50 de ani. Ca urmare, consideram ca ar fi necesare mai multe
studii in acest sens. In al treilea rdnd, majoritatea pacientilor expusi la tretinoini experimenteaza cel
putin un efect secundar, ceea ce ar putea avea un impact asupra deciziei lor de a folosi acest medicament
ca tratament. Notam o lipsd a studiilor care analizeaza corelatia dintre frecventa efectelor secundare si
evitarea tretinoinei ca optine de tratament.

CONCLUZII

In concluzie, notim ci in ciuda faptului ci nu cunoastem totul despre tretinoina si ci majoritatea
pacientilor experimenteaza cel putin un efect secundar, acest medicament este unul dintre tratamentele
comun folosite, avand pana la urma, in majoritatea cazurilor, un efect pozitiv asupra afectiunii.
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Rezumat- Inhibitorii sunt substante care adaugate in cantitafi foarte mici reduc sau chiar opresc
fenomenul de coroziune al metalelor. Inhibitorii de coroziune verzi sau eco-inhibitorii sunt
biodegradabili si nu contin metale grele sau alti compusi toxici. Si functioneaza ca inhibitori micsti
care protejeaza metalul de coroziune prin adsorbtie chimica si fizica si formarea unei pelicule
protectoare.Ecoinhibitoarii se obtin prin extractia lor in solventi alcoolici sau hidroalcoolici, prin
diferite metode cum ar fi macerarea sau extractia Soxhlet.

Cuvinte cheie: extract hidroalcoolic, coroziune, inhibitori

INTRODUCERE

Tehnologia moderna are la dispozitie o gama largd de materiale de constructie: metale,
aliaje metalice, materiale plastice, produse ceramice, etc. Alegerea materialului potrivit pentru
confectionarea unui utilaj dat constituie o responsabilitate majora a specialistilor, o decizie
putand fi luatd numai tinand cont de proprietatile fizice si mecanice, dar mai ales de efectul
interactiunii materialului cu mediul in care va fi exploatat, adica de comportarea la
coroziune[1-3].

Efectele negative ale coroziunii sunt pierderile anuale de material metalic, la care se
adugd cheltuieli suplimentare legate de oprirea unor instalatii pentru inlocuirea partilor
corodate, poluarea cu diferitele metale, ce contamineaza apa, solul sau aerul[1-3].

Procesul prin care un metal sau aliaj este transformat de la starea metalica la cea
combinata prin interactiune cu mediul inconjurator, poartd numele de coroziune.

Combaterea coroziunii este justificatd de necesitatea sigurantei in e xploatare a
instalatiilor, de asigurarea calitd{ii corespunzatoare a produsului fabricat, de limitare a
pierderilor de materiale si a poluarii[ 1-3]. Tratarea mediului cu scopul de a micsora caracterul
lui agresiv conduce Tn multe cazuri la scdderea considerabild a vitezei de coroziune. Una din
metodele de a proteja materialele metalice impotriva coroziunii este utilizarea inhibitorilor de
coroziune[1-3].

Inhibitorii de coroziune sunt substante organice, cum ar fi aminele: piridine, chinoline,
tiouree, sau anorganice: fosfati, cromati, care se adsorb la suprafata metalului si scad
considerabil viteza de coroziune. Inhibitorii sunt substante care addugate in cantitati foarte
mici reduc sau chiar opresc fenomenul de coroziune al metalelor.

Inhibitorii de coroziune verzi sau eco-inhibitorii sunt biodegradabili si nu contin metale
grele sau alti compusi toxici [4-8]. Eco-inhibitorii sau inhibitorii organici verzi in functie de
compusii lor naturali sau de produsele pe care le contin, cum ar fi aminoacizi, alcaloizi, fenoli
si polifenoli, acizi grasi[9], sau ca biologice (chitosan, aminoacizi, bacterii si ciuperci), vegetale
(plante). extracte, cochilii, taninuri) si medicamente farmaceutice [10]. Indiferent de
clasificarea lor, aproximativ 80% sunt clasificati ca inhibitori micsti care protejeaza metalul de
coroziune prin adsorbtie chimici si fizica si formarea peliculei [6]. In cele din urma, este
important sd ne amintim ca chiar si inhibitorii verzi pot sa nu fie intotdeauna ieftini sau chiar
ecologici din cauza costului si a timpului necesar pentru extragerea si purificarea substantelor
naturale, cum ar fi din unele plante [11], medicamente sau lichide ionice [8].
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De asemenea pot fi necesari solventi organici pentru procesul de extractie, care pot
deteriora mediul. Astfel, abundenta, reinnoirea si eliminarea bio sunt cheia pentru aplicarea
unor astfel de inhibitori verzi in situatii reale[10].

PARTEA EXPERIMENTALA
Materiale si substante necesare pt macerare

Pentru procesul de macerare sunt necesare substantele si materialele prezentate in
randurile urmatoare si anume: plantele uscate, solutia de macerare: un amestec 1:1 de apa
bidistilata si alcool etilic p.a., recipiente de stocare: sticlute de culoare bruna pentru a proteja
extractele de oxidare si radiatia solara.

Materiale si substante necesare pt extractie prin reflux (Soxlet)

Materialele si substantele necesare pentru procesul de extractie Soxhlet au fost
urmatoarele: dispozitiv Soxhlet compus din trei componente principale - un vas inferior, un
extractor intermediar si un condensator superior; materialul solid sau semisolid (plante uscate,
seminte, etc.); alcool etilic p.a.- solvent. Pentru a raci condensatorul, se foloseste un sistem de
racire cu apa.

REZULTATE SI DISCUTII
Obtinerea eco-inhibitorilor prin macerare

Compusii naturali- ecoinhiobitori, ce prezinta proprietati inhibitoare pentru coroziune
au activitate antioxidanta determinata de prezenta compusilor fenolici.

Solutiile de eco inhibitori sunt practic tincturi/extracte obtinute din material vegetal
uscat si un amestec 1:1 de apa bidistilata si alcool etilic p.a. Pentru extract s-au cantarit 10 g de
plantd uscata, cantarita la balanta analitica, peste care s-au adaugat 100 ml solutie apa-alcool
etilic, 1:1, amestec de volum. Tinctura astfel obtinuta a fost acoperite cu parafilm, pentru a
limita accesul oxigenului si metinute astfel 24 h la temperatura camerei.

Dupa 24 de ore, extractul au fost filtrat cu ajutorul unei pompe de vid si a aparatului
Witt. Extractul a fost apoi stocate in sticlutd de culoare bruna, in frigider, pentru a evita oxidarea
si modificarea sub actiunea radiatiei solare.

Figura 1. Obtinerea extractelor de eco-inhibitori prin macerare si reflux

Obtinerea eco-inhibitorilor prin reflux

Se plaseaza materialul solid sau semisolid in extractorul intermediar al dispozitivului
Soxhlet, se umple vasul inferior al extractorului cu solventul adecvat, in cazul nostru -alcoolul
etilic, se monteaza condensatorul in partea superioard a dispozitivului si se conecteaza la un
sistem de racire. Vasul inferior al dispozitivului se incélzeste, permitand solventului sa se
evapore si sd treaca in extractorul intermediar, astfel ca, vapori de solvent urcd in extractor, se
condenseaza 1n contact cu condensatorul racit si se scurg inapoi in vasul inferior sub forma de
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solvent lichid. Acest ciclu de evaporare, condensare si revenire se repetd continuu, permitand
solventului sa treacd prin materialul de extractie si sa extraga substantele solubile.

Durata extractiei variaza 1n functie de substanta dorita si de materialul de extractie, dar
poate dura de obicei cateva ore sau chiar mai mult. Dupa terminarea extractiei, solventul
impreuna cu substanta solubild extrasa este colectat in vasul inferior al dispozitivului Soxhlet.

Procesul Soxhlet este utilizat pentru a obtine extracte concentrate de substante solubile
din materiale solide sau semisolide si este un proces continuu care poate dura o perioada
semnificativd de timp, in functie de natura extractiei dorite.

CONCLUZII

In urma cercetarii efectuate pina acum asupra eco-inhibitorului de coroziune extras din
Galium verum pentru otel in medii apoase acide, se pot desprinde urmatoarele concluzii:
Stadiul actual al cunoasterii indica un potential urias pentru valorificarea de extracte naturale,
netoxice, prietenoase cu mediul, cu efect de inhibitor de coroziune, ce pot fi utilizate la protectia
anticoroziva a diferitelor metale si aliaje, in diferite solutii sau medii apoase.

Studiile efectuate pina in prezent s-au axat pe evaluarea comportarii celor mai uzuale metale
si aliaje: otel, aluminiu, cupru, aliaje de cupru, aluminiu si magneziu, ce au fost studiate in
diferite medii apoase: acide, neutre sau bazice [11-17].

Eco inhibitorii sunt extracte de plante ce contin in cantitati mari substante din clasele:
polifenoli, taninuri si alcaloizi.
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Vitaminele complexului B

Nu toate vitaminele sunt la fel, asa ca daca vrem sa ne fortificim organismul, este
important sa intelegem diferentele dintre vitaminele solubile in apa si cele care sunt solubile in
grasimi. Exista diferente importante intre aceste doua categorii, mai ales cand vine vorba despre
absorbtie si despre stocarea si pastrarea lor in organism,.

Complexul vitaminelor B cuprinde urmatoarele vitamine: B1, B2, Be, grupa vitaminelor
B2, nicotinamida, vitamina PP, acidul paraaminobenzoic (PAB), acizii pteroilglutamici, biotina,
mezoinozitoul.

Vitaminele complexului B se gasesc in drojdia de bere (ca rezultat al biosintezei facute de
microorganisme), in cereale ( grau necorticat, orz, orez, ovaz, porumb) si in unele fructe (nuci,
alune). In regnul animal se gisesc in ficat (depozit de vitamine), rinichi, creier, plimani si
muschi.

Caracteristica vitaminelor complexului B este participarea lor ca parte prostetica in
structura unor enzime cu mare importantd metabolica.

Lipsa lor in organism face imposibild sinteza enzimelor, incetinind procesel metabolice
care intretin viata organismelor.

Acest grup de vitamine reprezitd factorii de crestere pentru microorganisme, fapt pe care
se bazeaza o serie de teste microbiologice in care se determind cantitatile necesare in vitamine
pentru cresterea anumitor culturi in conditii standard.

Vitamina B1 (Aneurina, Tiamina)

Tiamina este prima vitamind descoperitda de Funck (1911) in tdratele de orez, care,
administrate bolnavilor suferind de beri-beri, ii vindecau de acesta boald. Cativa ani mai tarziu s-
a constatat ca in extractul de tarate se afla doi factori cu activitate vitaminica: unul termolabil,

he CH
C :'3
NiE/L \N\ ‘
)\\ K
¥ I e [ e
HaC N NH» S Hy ﬁz OH

Vitamina B4

care vindecd boala beri-beri si care a fost numit vitamina Bi si altul termostabil, cu rol in
crestere, denumit vitamina Bo.

Biosinteza. Pentru ca in structura ei intra un nucleu pirimidinic si unul tiazolic, se pune
problema biosintezei acestor doua nuclee. Pana in prezent se cunosc  date care confirma
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biosinteza nucleului pirimidinic, plecand de la acidul aspartic, prin condensare cu carbamil-
fosfatul, donor de energie.

0 NH COOH 0
g8 COOH NH, H,C” '
A + H;:C condenseza, é é —— HN~ \CHZ
HO—P —OH » O// \N/ H\COOH ~ HZO /(J.: éH _COZ
g H,N~" “COOH H 0~ "j COOH
Carbamil fosfat  Acid aspargic Acid dihidroorotic
0
| HO N OH

\C// \C/

HN” CH, =—= | I
N~. _CH
ot H; N
H H
Uracil

Ciclul pirimidinic sufera, in continuare, transformari care duc la aparitia metililor de la C»
si Cs. In continuare, compusul se va condensa cu tiazolul, rezultand vitamina Bj.

Clorhidratul de vitamina B se prezinta sub forma unei pulberi de culoare alba, cu punctul
de topire la 246°C, usor solubila in apa. Este distrusa usor de acizi si de razele ultraviolete, cand
se oxideza, trecand in tiocrom. Pe aceasta proprietate se bazeaza dozarea vitaminei By, deoarece
in ultraviolet tiocromul este fluorescent.

HoN CH,
| |
)\\ /
HaC N N s CH,
Tiocrom “zl\

OH

Actiunea fiziologica. In organism vitamina Bi: se giseste mai ales formi de ester
pirofosforic (TPP), constituind partea prosteticd a unor enzime, printre care si cocarboxilaza.
Lipsa ei din alimentatie duce, la om, la astenia generala, inapetentd, tulburdri gastrointestinale si
edeme.
Vitamina Bs (Piridoxina)

Piridoxina a fost cunoscuta si sub numele de adermind sau factorul care previne pelagra
la sobolani.

Vitamina Bs s-a izolat din taratele de orez (Kuhn, 1938), apoi din drojdia de bere si din
ficat.

Din punct de vedere chimic, este un derivat de piridind care este substituit cu diferiti
radicali, in functie de care putem avea urmatorii compusi:

99



STIINJE EXACTE S1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

Piridoxalul este raspandit in naturd in cantitatea cea mai mare, iar din acesta se obtin
celelalte doud forme. Amestecul lor formeza vitamina Be.

Actiunea fiziologica. Sub forma fosforilata, vitamina Be face parte dintr-o serie de
sisteme enzimatice cu mare rol in metabolismul aminoacizilor. Vitamina Be constituie partea
activa a transaminelor si aminoacid decarboxilazelor. Din seria ultimului grup amintim enzimele
care au ca parte prostetica piridoxalfosfatul:

aminoacid decarboxillazele, cum sunt cele pentru histidind, tirozind, ornitina, llizind, acid
glutamic, acid aspargic si alanina.

Vitamina Bi2 (Ciancobalamina)

Din 1926, Minot si Murphy au aratat ca administrarea de ficat crud bolnavilor de anemie
pernicioasa este 1n stare sa vindece acestd bolald consideratd incurabild. Dupa 20 de ani de
cercetari s-a constatat ca in ficat exista un factor activ care vindeca anemia perniciosa. Astfel, in
1948, Smith (Anglia) si Rickes (S.U.A.) reusesc sa obtina dintr-o tond de ficat 20 mg vitamina
B12 1n stare cristalina.

Vitamina B1» se gaseste in ficat, oud, lapte, peste si apele reziduale de la fermentatia
antibioticelor. Este sintetizata de unele microorganisme, ca Lactobacilus lactis Dorner.

Actiune biologici. In lipsa B1, apare la om o boald grava denumiti anemia pernicioasd
(Biermer, 1856), care este cauzatd in esentd unei deficiente in dezvoltarea globulelor rosii,
sinteza de hemoglobina nefiind afectata.

Actiunea intimd a vitaminei Bi, se manifestd la nivelul metabolismului aminoacizilor,
favorizand incorporarea acestora in lantul polipeptidic, in biogeneza acizilor nucleici In procesele
de transmetilare, in tranSportul unui fragment cu 1 carbon activ, stimuland hematopeza.

H,C~CONH,

NH
H,C~ :
2
$ OH
HO™ = |
H H >~

N N~ SCH,

Pirid Structura vitaminei B+, iridoxamina
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Vitamina C (Acidul ascorbic)

Inca din 1907, Holst si Frohlich au aritat ca scorbutul cobaiului nu mai evolueaza daca se
adauga 1n hrand tarate de ovaz. Tot cu acesta ocazie s-a constatat ca scorbutul este cel mai usor
de reprodus la cobai si la om, In timp ce cainele, pisica si sobolanul nu fac acesta boald, deoarece
sintetizeza acidul ascorbic.

Vitamina C este una dintre cele mai raspandite vitamine, atat in regnul vegetal (1amaii,
portocale, maces), cat si in cel animal.

In 1928, Szent-Gyéryi izoleza vitamina sub formi cristalind din sprarenale, dandu-i
denumirea de acid ascorbic sau hexuronic.

Din punct de vedere structural, este un acid cu sase atomi de carbon, care contine in
molecula patru grupari oxidril si o dubla legatura.

Aciditatea acidului ascorbic se datoreaza disocierii celor doi protoni din forma enolica
(pKa=4,17). Activitatea sa pricipald este de a functiona ca sistem redox intr-o serie de reactii
biologice. Reducera formei cetonice este realizata de compusi ca cisteina si glutationul. Un
sistem important la care participa este cel de oxidare a acidului p-hidroxifenilpiruvic, precum si
la o serie de reactii de hidroxilare in seria hormonilor steroizi sau de formare a 5-hidroxi-
triptaminei (serotoninei). Alaturi de vitaminele E si K face parte din factorul Slater in sistemul de
respiratie celulard, mediind transmiterea electronului intre potentialele electronegative si cele
electropozitive.

Biogeneza acidului ascorbic pleaca de la glucoza, care sub actiunea enzimelor specifice,
trece 1n final Tn vitamina C, dupa reactiile:

Actiunea biologica. Acidul ascorbic este un factor indispensabil in procesele redox din
organism, el intrand in structura unor tesuturi ca tesutul conjuctiv; ia parte la multe reactii in

—
HC—OH HC=0 HC—OH H,C~OH
HC—-OH HC-0H HC—OH HG-OH
HE-OH ©  oxid HC—OH  lact SH 9 red CH
i —_— 5 e i —
HC-OH UDPG ~ Hé-oH AC—OH FAD Oﬂé—OH
1

HC—— HC-OH O\HC— \Hé—OH

H,C—OH COOH ¢=0 C=0
D-Glucoza Acid glucuronic D-Glucuronolactona Gulano-y-lactona
O:C 0=C 0=C
He-oH | C-OH l 0=C 0=C-OH
He-OH | -2H ¢-0H 2H  0=C COOH HC-OH
—_— = I | —_— I > o
e = HC +2H HC @™ dooH T wé_oH
HC—OH HC-OH HC-OH H,C-OH
I I 2
H,C—-OH H,C—OH H,C—OH
Acid ascorbic Acid ascorbic Acid ascorbic Acid oxalic  Acid treonic
redus Vitamina C oxidat

metabolismul glucidic, care in rezumat sunt prezentate in schema alaturata:
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Y
Ac. L-L-lixonic

0,
Ac. L-eritro-ascorbic +— | -xilon-lactona

Ac. L-lixanic

In afard de cele mentionate mai sus, acidul ascorbic mai intervine in activitatea unor sisteme
enzimatice, printre care amintim: catalaze, fenoloxidaze, xantinoxidaze, a-amilaze, ureaza,
arginaza, in biosinteza hormonilor tiroidieni, a celor suprarenali, a hematopoezei etc.
Acidul ascorbic participd, la nivelul corticalei suprarenale, la biogeneza hormonilor
corticosteroizi; de aici cantitatea marita de acid ascorbic care se gaseste in sprarenala.
Deoarece vitaminele hidrosolubile nu pot fi stocate sau pastrate in corp, rezervele acestor
vitamine trebuie sa fie reumplute in mod regulat, cu ajutorul alimentatiei.
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STUDIUL BIOFIZIC AL CIRCULATIEI SANGELUI
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Rezumat. Sangele este un ftesut special, o substanta lichida de culoare rosie, care prin intermediul
aparatului circulator, alcatuit din inima si vasele sanguine, transporta nutrientii si oxigenul la nivelul
tesuturilor corpului, de unde preia dioxidul de carbon si produsii de catabolism tisular, transportandu-i
la nivelul organelor de eliminare. Sangele poate fi studiat din punct de vedere biologic, chimic sau fizic.
Lucrarea are ca scop realizarea unei treceri in revista a studiului circulatiei sangelui din punct de vedere
biofizic

Cuvinte cheie: sange, inima, hemodinamica, elasticitate, vase sanguine

INTRODUCERE

Biofizica este o ramura interdisciplinara a stiintei care se ocupa cu studiul proceselor si
fenomenelor biologice utilizand principiile fizicii, avand o importanta deosebitd in medicina,
deoarece ajuta la intelegerea proceselor biologice, cum ar fi curgerea sangelui prin sistemul
vascular.

Lucrul mecanic al inimii

Dintre fenomenele fizice care se desfdsoara in cursul activitatii inimii, o importantd
deosebita o are efectuarea de lucru mecanic de catre inima prin expulzarea sangelui, la fiecare
ciclu (aproximativ 1,6 J). In fazele ciclului cardiac in care variatia de volum este nuld
(contractia si relaxarea izovolumice sau izometrice) nu se efectueaza lucru mecanic, spre
deosebire de etapa de ejectie. Faza de umplere reprezintd un aport de lucru mecanic datorat
presiunii mai mari a sangelui din atriu. Lucrul mecanic este cu atdt mai mare cu cat numarul
contractiilor cardiace creste, ca In cazul efortului fizic (figura 1.).

120 e ventricul stang

\/

i - \’\
~

e golire

E 80 contractie

- relaxare izometrica

© izometrica

g |

= . ventricul drept

[7;) 40

@

e

o

umplere ——»

o 50 100 150 200
volum (ml)
Figura 1. Lucrul mecanic efectuat de inima in timpul unui ciclu cardiac [3]

Conform legii de conservare a energiei, lucrul mecanic al inimii se va regdsi sub alte
forme de energie in:
- energia potentiald a singelui (careia ii corespunde o presiune efectiva asupra peretilor
vasului),
- 1n energia cineticd a sangelui care masoara miscarea sangelui,
- 1n incélzirea sangelui ca urmare a frecdrilor dintre straturile de sange.

Lucrul mecanic generat de inima 1n sistold se acumuleaza partial sub forma de energie
potentiald si este cedat apoi coloanei de sange in timpul diastolei. Deoarece arterele au pereti
elastici, In conditiile regimului pulsatil in care lucreaza inima, acestea permit curgerea sangelui
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si in perioada In care inima este in diastold; astfel, debitul este cu mult mai mare decat debitul
ce ar exista 1n vase cu pereti neelastici.
Structura i elasticitatea peretilor vaselor sanguine

Prin elasticitate se intelege proprietatea unui corp de a-si modifica dimensiunile in urma
aplicrii unei forte si de a reveni la starea initiali dupa inlaturarea fortei. In cazul corpurilor

. . e . . AL . <
elastice omogene are loc legea lui Hooke, conform careia alungirea relativa — este proportionala

, F : . . . :
Cu tensiunea . Legea lui Hooke este valabila numai in zona deformatrii elastice (figura 2., unde
Oa - deformarea elasticd; ab - deformarea plastica; b - limita de curgere; d - punctul de rupere).

FA

plastic

elastic ¢

d
b " limita de
a curgere rupere

£

=Ry

Figura 2. Diagrama forta-alungire [1]

Pentru forte mai mari, deformarea devine plastica; corpul nu-si recapata forma initiala la
disparitia fortei. Din punct de vedere structural, peretii vaselor sanguine sunt constituiti din
patru tipuri de tesuturi:

1. Endoteliu, format dintr-un strat de celule turtite, care captuseste interiorul peretelui,
conferindu-i un caracter neted. Trebuie de mentionat ca endoteliul posedd o
permeabilitate selectiva pentru diferite substante.

2. Fibre de elastini cu modulul de elasticitate 3-10°N -m™2. Ele sunt foarte usor
extensibile si creeazd o tensiune elastica in peretele vasului, conferindu-i acestuia o
rezistentd minima la distensia produsa de presiunea sanguina.

3. Fibre de colagen cu modulul de elasticitate 108 N - m~2, care sunt mult mai rezistente la
intinderi decat fibrele de elastina si conferd vasului sanguin rezistenta la presiuni mari.
In plus, fibrele de colagen au o structuri pliata, astfel ele nu intervin decat dupa o anumita
alungire.

4. Fibre musculare netede, care predomina pe masura ce diametrul arterial se micsoreaza,
ajungand cea mai mare dezvoltare la nivelul arteriolelor. Fibrele musculare netede
realizeaza o tensiune activa controlata fiziologic. Contractia lor modifica raza vaselor si
implicit debitul sangelui prin acestea.

Nefiind corp omogen, peretele vascular nu se supune legii lui Hooke. Dependenta tensiunii
din peretele vasului de alungire, asa-numita curba tensiune-extensie, nu este liniara (figura 3).

Modulul lui Young nu este constant, ci creste odatd cu madrirea presiunii arteriale.
Elasticitatea arteriala joacd un rol deosebit de important in reologia sdngelui, deoarece nu numai
ca transforma regimul intermitent de propulsare a masei sanguine in regim continuu de curgere,
dar si concomitent, mareste debitul sangelui prin vase.

Experienta lui Marey a pus in evidenta aceastd diferentd: s-a considerat un tub de sticla
care se bifurca, una dintre ramuri fiind din sticla, iar cealaltd din cauciuc, ambele ramuri avand
acelasi diametru. Prin capdtul tubului a trimis un curent de apa intrerupt ritmic. A observat ca
in timp ce curgerea era intermitentd in ramura de sticla, deoarece la fiecare oprire de debit,
presiunea atmosferica se opunea curgerii, in ramura de cauciuc, curgerea era continud, insa cu
0 vitezd mai mica.
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Figura 3. Diagrama tensiune — alungire. [2]

Masurand volumele de lichid scurse prin cele douad ramuri in intervale egale de timp, a
constatat ca mai mult lichid s-a scurs prin tubul elastic, decat prin cel de sticla, desi diametrele
acestora erau egale. Acest fenomen se explica prin elasticitatea tubului de cauciuc. Presiunea
lichidului care vine dintr-un rezervor cu debit constant actioneaza nu numai asupra coloanei de
lichid din tub, impingand-o inainte, dar si asupra peretilor elastici ai tubului, carora le imprima
0 deformatie elastica.

Tubul elastic deformat revine apoi la forma initiald, dezvoltind o fortd elastica
proportionald cu deformatia, astfel lichidul continuand sa curga din spatiul suplimentar cu care
tubul i-a marit diametrul prin deformarea elastica. Asadar, in tubul elastic, lichidul curge
continuu, cu o viteza mai mica, dar cu un volum mai mare decat in tubul de sticla.

MATERIALE SI METODE

In timpul circulatiei sanguine o parte din energia cinetici a sangelui se transforma in
caldura datorita frecarii cu peretii vaselor sau vascozitatii. Din aceasta cauza energia mecanica
a sangelui scade, si pierderea este compensata prin lucrul mecanic efectuat de muschiul inimii.
Ciclul cardiac poate fi reprezentat grafic, in coordonate presiune — volum, pentru ventricolul
stang, (figura 4.), in care distingem urmatoarele faze: AB — faza de umplere a inimii cu sange,
prin artera pulmonard, la presiune mica si constantad (diastold); BC — contractia izometrica a
muschiului inimii; CD — faza de pompare a sangelui in aorta (sistola); DA — relaxarea
muschiului. Intre presiunea sistolica si presiunea diastolica exista relatia:

1
Pa = Eps (1)

p
(nmHg)

Sistola
120

80

40 A

Diastola

¥
50 100 150 (ml)
Figura 4. Reprezentarea ciclului cardiac in coordonate (p,V) [5]

Suprafata hasurata reprezinta lucrul mecanic efectuat de ventricolul stang, respectiv aria
unui dreptunghi, avand drept laturi Ap = py —pg st AV, volumul sangelui pompat la o
contractie a miocardului:
AL =Ap-AV =70-100-133-10"°=0,93] (2)
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Daca tinem cont si de ventricolul drept, care se comportd asemanator dar efectueazd un lucru
mecanic mai mic cu aproximativ 20%, rezulta ca lucrul mecanic total efectuat de inima la o
contractie este de L = 1,1 J. La un puls de 60 min~1, puterea inimii este:
AL
P = A7 = 1,1w  (3)
Cu ajutorul unui tensiometru se determina presiunea sistolicd si diastolicd si cu un
cronometru se masoara pulsul. Valorile obtinute se trec in tabelul 1.

REZULTATE SI DISCUTII

Tabelul 1. Rezultate experimentale pentru calculul lucrului mecanic si al puterii

Nr. Ds Pa Puls, f Ap = ps —pg4 AV L At P

det. | (mmHg) | (mmHg) | (min™1) (mmHg) (mD) ()] (s) w)
1. 132 80 78 52 105 0,726 | 0,769 | 0,944
2. 140 90 82 50 120 0,798 | 0,731 | 1,090
3. 102 64 76 38 65 0,328 | 0,789 | 0,416
4. 120 73 77 47 95 0,593 | 0,779 | 0,762
5. 104 75 72 29 85 0,327 | 0,833 | 0,393

Durata unui puls, At (s), se calculeaza cu relatia:
60
At (s) = A (min™1)  (4).

Pentru volumul sangelui pompat pe durata unui puls, (AV), se va utiliza tabelul urmator, unde
m este masa corporald a subiectului investigat; pentru alte valori ale masei corporale se va
utiliza interpolarea liniara.

Tabelul 2. Valori corespunzitoare pentru masa corporala si volumul sdngelui pompat

Barbati Femei
m (kg) AV (ml) m (kg) AV (ml)
50 80 50 75
60 90 60 85
70 100 70 95
80 110 80 105
90 120 90 115

CONCLUZII

Lucrul mecanic este direct proportional cu volumul sangelui pompat la o contractie, lucrul
mecanic este direct proportional cu pulsul si invers proportional cu durata unui puls.

S-a dovedit ca elasticitatea arteriala joaca un rol deosebit de important in reologia
sangelui, deoarece nu numai ca transforma regimul intermitent de propulsare a masei sanguine
in regim continuu de curgere, dar si concomitent, mareste debitul sangelui prin vase. Acest
lucru are o importantd deosebita in curgerea sangelui in regimul pulsatoriu impus de inima prin
vasele elastice care inmagazineaza energie potentiald in timpul sistolei, asigurdnd un flux mai
mare de sange decat daca vasele ar avea pereti rigizi.
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EFICIENTA METODELOR DIDACTICE iN iNTELEGEREA
NOTIUNILOR DE FIZICA LA ELEVII DIN CLASELE PRIMARE

Cristina DARABAN!
! Liceul Tehnologic “Felix” Sanmartin - profesor invatdmant primar

Rezumat: O conditie esentiala si obligatorie pentru dezvoltarea unui copil este de a-i largi
orizontul, de a-1 face dornic de cunoastere, la inceput printr-o invatare dirijata, mai apoi prin actiuni
autodidacte, prin descoperire...

Un mare om de stiintd a zis... "Nimic in viatd nu trebuie temut, ci doar inteles. Acum este momentul
sa intelegem mai mult ca sa ne temem mai putin” (Marie Curie)

Doar asa, lumea va putea evolua in continuare!

Cuvinte cheie: stiintd, experiment, descoperire, evolutie

INTRODUCERE

Metodele didactice reprezintd “calea” pe care o propune cadrul didactic in activitatea
educationala de predare, invatare si evaluare, considerand-o cea mai eficientd pentru a ajunge
la efectul scontat.

Asadar, atingerea obiectivelor instructiv-educative se realizeaza prin corelarea metodelor,
a mijloacelor de Invatamant si a formelor de organizare (frontal, individual si in grup).

Metodele didactice pot fi clasificate dupa mai multe criterii, aici fiind amintite doar doua,
si anume:

-din punctul de vedere al modalitétii cunoasterii: metode de transmitere si insusire de
cunostinte; metode de explorare si descoperire si metode bazate pe actiune

-din punct de vedere istoric: metode traditionale si metode moderne.

Metodele didactice, oricare ar fi ele, prezintd avantaje si dezavantaje, modalitatea de a le
alege si de a le combina in functie de obiectivele urmarite tine de madiestria si priceperea
cadrului didactic

In ultimii ani se pune accentul pe metodele activ-participative, deoarece le starneste
elevilor curiozitatea, imaginatia, determind implicarea activd a acestora, le stimuleazad si
canalizeaza energia in procesul instructiv-educativ, le prelungeste concentrarea pe subiect si
implicit creste eficienta asimilarii si intelegerii.

METODE, MIJLOACE SI FORME DE ORGANIZARE

La clasele primare, aria curriculard "Matematica si stiinte ale naturii”, se comaseaza in
clasa pregititoare si clasa I, in disciplina ”"Matematici si explorarea mediului”. In clasele a III-
a si a [V-a, se disting separat "Matematica” si ”Stiinte ale naturii”.

Din aceasta arie curriculara ma voi opri la ”Stiinte ale naturii”.

Elevii sunt atrasi de mici spre cunoasterea mediului lor de viatd, povestesc despre
propriile experiente, isi ascultd colegii care povestesc experiente diferite de ale celorlalti,
respectiv sunt foarte deschisi spre necunoscut.

Totodata, fiind inca mici, nu au rabdarea necesard de a asimila informatii prin metode
expozitive si frontale indelungate. Nici notiunile abstracte nu le inteleg bine decat spre finalul
ciclului primar. De aceea ei au nevoie de suporturi intuitive, demonstrative, instruirea asistata
de calculator, internetul, etc.

Notiunile de fizica si chimie apar destul de putin in programa stiintelor naturii. Cu toate
acestea, elevii sunt foarte curiosi si dacd aceste notiuni le sunt explicate interesant si practic, ei
cer din ce in ce mai multe informatii si exemple.

Observand aceasta afinitate a copiilor spre ”cunoasterea realitatii”, incepand mai simplist
din clasa I si continudnd din ce in ce mai complicat pand in casa a IV-a obisnuiesc prin joaca,
prin descoperire experimentala, sa le formez o cultura generala si in acest sens.
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Orele la care realizez aceste lucruri cu elevii sunt orele de stiinte. Le promit copiilor ca la
sfarsitul orei (ultimele 10 minute), daca au fost atenti, activi si disciplinati, ca si 0 "recompensa”
vom putea face Impreund un experiment. Obisnuiesc sa ii spun ”pastila de cultura generala”.

Aceste microsecvente de invatare cuprind trei etape:

-starnirea interesului elevilor 1n legatura cu continutul (prin discutii, filmulete sau pur si
simplu prin prezentarea unei probleme de solutionat

-cautarea si aflarea raspunsurilor (prin observare, experiment, rezolvare)

-evaluarea si discutarea rezultatelor obtinute.

Elevii trebuie familiarizati cu organizarea unui mediu propice pentru a realiza

experimente.
-imbracamintea sa fie potrivitd unei activitati practice
-ordinea trebuie pastrata pe masa de lucru pe tot parcursul lucrului
-se lucreaza doar sub supravegherea profesorului
-se lucreaza prudent, indiferent de mijloacele didactice folosite.

Forma de organizare a colectivului este frontal, individual sau pe grupe, in functie de
experimentul facut. Obisnuiesc sd 11 asez In semicerc in fata mea cand le prezint doar eu
experimentul, respectiv cate patru elevi intr-o grupa, asezati in asa fel la mese Incat sd 1i pot
observa pe fiecare, atunci cand realizeaza si ei activitatea practica.

DESCOPERIRILE EXPERIMENTALE, PROBLEMATIZARILE

Circuitul apei in naturd, realizat chiar la capitolul respectiv din manual, realizat de cadrul
didactic, elevii asezati in semicerc.

Se realizeaza 1n fata elevilor o analogie intre imaginea din carte si o oald plind cu apa, apa
care va fierbe cu ajutorul unui termoplonjon. Aburii creati ajung pe capacul cu care se acopera
oala . Dupa putin timp se ridica, si acestia datoritd condensului se transforma in picaturi de apa
ce se preling din nou in oala.

Doza de aluminiu goald care sare din cand, realizat de fiecare copil in parte, asezat la
propria banca.

Se introduce doza goala 1n cana goala, si se sufld in spatiul dintre doza si peretele canii.
Li se explica patrunderea aerului pana sub doza, respectiv viteza mare a acestuia datoritd
locului mic, face ca doza sa iasa din cana.

i

Mingea de ping-pong in paharul cu apd, realizat pe grupe de cate 4.
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Se umple pe jumatate un pahar cu apa si se aseaza o minge de ping-pong pe nivelul apei.
Aceasta se va deplasa intotdeauna spre margini, indiferent cum o dirijdm. La umplerea
paharului pana sus, mingea va sta in centru, indiferent de dirijare. Explicatia pe intelesul lor va
fi cd atunci cand paharul e umplut partial, forma apei” de la suprafatd face ca mingea sa se
deplaseze catre margini, respectiv forma cand e plin, o face sa rimana central.

Paiul nebunatic,se realizeaza de catre toti elevii cu propriile flacoane de apa, umplute si
un pai pe care il electrizeaza de par. Se pune paiul pe dopul flaconului si se poate invarti in
ambele sensuri dirijdndu-1 cu degetul, fara a-1 atinge. Explicatia este ca paiul electrizindu-se il
putem controla de la distanta.

Sensul sdagetilor se inverseazd cdnd sunt privite pe sub apd, se realizeaza pe echipe. In
spatele unui pahar se lipeste o hartie cu doud sageti orientate in sens opus. Cand se umple
paharul cu apa, sagetile isi schimba sensul. Ele sunt reale, rasturnate si mai mari.
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Acestea sunt doar cateva din experimentele realizate, dar foarte indragite de copii. Ei
asteaptd cu nerabdare orele de stiinte. Ba mai mult, vin cu idei, ce au vazut si vor sd incerce,
sau cu tot felul de intrebari, ”De ce...?”

CONCLUZII SI DISCUTII

In urma experientelor personale din ultimii ani, in urma discutiilor cu colegii care predau
discipline unde se folosesc metode de invatare prin descoperire, problematizare, experimente,
am hotdrat cd ar fi foarte potrivit s intocmesc un optional bazat pe descoperire prin
experimente.

Toate aceste activitati desfasurate le-ar fi de mare ajutor atat elevilor cat si profesorilor la
trecerea in ciclul gimnazial.

In linii generale, s-ar axa pe domenii de interes, pe categoria de varsti a elevilor si ar fi o
ord pe saptamana.

Experimentele s-ar complica fata de cele de 10 minute facute pana acum, de exemplu
confectionarea unui caleidoscop, sau formarea unui curcubeu in ligheanul cu apa, etc.

Pe langa acestea, ar mai fi mici povestiri si curiozitdti despre oamenii de stiinta care au
schimbat lumea (Marie Curie, Albert Einstein, etc.). Acestea vor fi citite, sau prezentate pe tabla
smart.

Materialele didactice, din cele mai simple, de preferat reciclabile. Totodatd am putea
colabora cu profesorii de la catedra de stiinte din scoald pentru a ne ajuta si ei cu diverse
materiale didactice din dotarea laboratoarelor scolii.

Pentru evaluarea elevilor, s-ar putea face miniexpozitii cu lucrarile lor, expuse atat in clasa
cat si pe holul scolii sau in laborator. Totodata, dupa terminarea fiecdrei lucrari elevii vor desena
ceea ce au facut. Aceste desene vor reprezenta portofoliul individual.

Motto-ul ar fi:”Este important sa facem din viata vis si din vis realitate” (Marie Curie).
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Rezumat. Lucrarea prezinta spectrul IR (radiatia in infrarosu), evidentiat in domeniul farmaceutic
asupra medicamentelor utilizate pe scara larga in viata de zi cu zi. Spectroscopia este o metoda
experimentald de caracterizare a diferitelor substante, in urma studiului raspunsului materialului
de interes la iradierea cu unele surse de lumind.

Cuvinte cheie: spectroscopie, radiatia infrarosie (IR), medicamente, spectru

INTRODUCERE

Spectroscopia IR este o metoda uzuald in elucidarea structurii si identificarea unui
compus chimic. Principalul obiectiv al spectroscopiei IR consta in determinarea gruparilor
functionale ale probei analizate. Grupele functionale absorb radiatii IR la frecvente
caracteristice.

Proba utilizatd se poate afla in stare solida, lichida sau gazoasa. Scopul experimentului
Radiatia IR poate fi definita ca acea radiatie electromagnetica situata intre radiatia din domeniul
vizibil si microunde este ca Tn urma expunerii probei de material la radiatia infrarosie (IR), sa
se Tnregistreze spectrele de transmisie, de putere si forma de unda a substantei analizate.

Pentru a realiza experimentul s-au utilizat diverse produse farmaceutice ce au fost supuse
la radiatiei laser in domeniul infrarosu indepartat. Substanta medicamentoasd este o structura
chimica capabild sd producd un efect farmacodinamic. Forma farmaceutica este modul de
prezentare al unei substante medicamentoase asociata cu substante auxiliare potrivite cu scopul
de a fi administrata pe o anumita cale in interes terapeutic.

Medicamentul este — orice compus chimic pur sau produs complex care datoritd actiunii
exercitate asupra organismului poate fi folosit pentru diagnosticul, prevenirea, tratamentul si
ameliorarea bolilor. Originea medicamentelor poate fi:

—vegetald — diferite parti ale plantelor: folium, flores, radix, semen, cortex. (morfina,
atropina, digoxinul)

—animald — hormoni (insulina porcina, bovind); enzime (tripsina amilaza)

—minerala — caolinul, bentonita

—semisintetice — unele antibiotice (penicilina G)

—sintetice — chimioterapicele, sulfamidele antibacteriene, etc.

MATERIALE SI METODE

Spectroscopul este un instrument utilizat pentru a analiza spectrul de radiatie al unei
substante prin emiterea, absorbtia sau raspandirea radiatiei. Spectroscopul poate fi utilizat
pentru a determina compozitia chimicd, structura si proprietdtile substantei analizate. Exista
mai multe tipuri de spectroscoape, fiecare fiind specializat pentru anumite tipuri de radiatie si
aplicatii.

Spectroscoapele atomice si moleculare sunt utilizate pentru a analiza spectrele emise sau
absorbite de atomi sau molecule, si sunt utilizate pentru determinarea compozitiei chimice si
proprietatilor substantelor analizate. Spectroscoapele IR si Raman sunt utilizate pentru a analiza
si a determina structuri moleculare si proprietdti vibrationale. Spectroscopul poate fi un
dispozitiv independent sau poate fi integrat intr-un alt instrument, cum ar fi un microscop sau
un analizor de masa.

Identificarea unei substante pe baza spectrului IR este o chestiune de selectie a benzilor
de absorbtie si de comparare cu datele de referintad existente in bibliotecile de spectre. De multe
ori 1nsd benzile caracteristice unor grupe de atomi sunt afectate de restul moleculei, fapt ce
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necesita realizarea unor corelatii intre pozitiile maximelor de absorbtie si prezenta unor grupari
functionale organice in moleculele substantelor analizate.

0 Amplificator
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Detector THz :
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L
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| |
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Figura 1. Schema de masura utilizata

Calcifediol
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Figura 2. Formula chimica a vitaminei D3 : Cz7H140

HO

Figura 3. Formula chimica pentru Paracetamol CgHgNO;

REZULTATE SI DISCUTII
Rezultate experimentale din tabelul de mai jos prezinta cele patru substante care au

fost supuse experimentului:
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Tabelul 1. Rezultatele experimentale

Paracetamol 23,1/32% /933 2048 Cuva

Vitamina D3 23,1/32% /933 2048 Cuva

Alcool etilic 23,1/32% /933 2048 Cuva + hartie
medicinal

Algocalmin 23/32% /933 2048 Cuva + hartie
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Spectrele de putere si forma de unda
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Figura 4. Spectrele obtinute

CONCLUZII

Pe baza rezultatelor experimentale se identificd spectrul substantelor analizate.

Sistemul de madsura este izolat de exterior si se constatd o importantd influentd a
temperaturii si a umiditatii asupra spectrului inregistrat.

Determinarile cat mai exacte necesitd mentinerea constanta a factorilor de mediu.

Sistemul este sensibil la socuri, orice miscare sau atingere a dispozitivelor in timpul
experimentului are consecinte asupra masuratorilor.
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IMPACTUL EXPERIMENTULUI ASUPRA iNVATARII FIZICII
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Rezumat.Lucrarea de fata isi propune sa impdrtaseasca din experienta acumulatd de-a lungul
anilor la catedra, privind impactul pe care il are experimentul asupra invatarii fizicii, pornind de
la observatia ca, indiferent de capitolul studiat, elevilor li se capteazd mult mai usor atentia, §i
corelarea notiunilor teoretice cu cele practice se realizeaza mult mai usor, dacad se efectueaza cel
putin un experiment in timpul predarii. S-a constatat in practica didactica zilnica faptul ca, daca
elevii au posibilitatea sa efectueze ei experimentul, conexiunile se realizeaza mai rapid, deoarece
implicarea lor este directa. Se subliniaza astfel rolul educativ al experimentelor care-i transpun in
lumea reald, acestea fiind binevenite pentru intelegerea fenomenelor fizice si insusirea notiunilor
specifice.

Cuvinte cheie: Experiment, reflexia luminii, refractia luminii, reflexie totala

INTRODUCERE

In contextul unei lumi moderne, puternic tehnologizati, in care toate categoriile sociale
de oameni si de toate varstele, au acces la tehnologie (Smartphones— care au preluat o parte din
rolul televizorului si al calculatorului), profesorul si educatorul sunt nevoiti sa se adapteze din
mers, sd gaseasca / sd inventeze noi metode de captare a atentiei in procesul de formare a noilor
generatii. Atentia tinerilor nostri este Indreptata spre aceasta lume virtuala oferita de tehnologie,
dar, cu parere de rau, nu fara repercusiuni in formarea intelectului si caracterului lor asa cum
pune in evidenta biofizicianul Virgiliu Gheorghe Vlaescu in cartea ,, Efectele televiziunii asupra
mintii umane §i despre cresterea copiilor in lumea de azi”. Aici, el nu doar explica foarte bine
comportamentul tinerilor din ziua de azi, ci prezinta si motivul acestei disfunctionalitati cu care
ne confruntdm in randul elevilor, poate chiar si al adultilor... Virgiliu Gheorghe prezinta diferite
studii despre modul in care psihicul si intelectul omului se adapteaza sau nu, la mediul virtual
si care sunt consecintele alocarii unui timp indelungat acestui mediu [6].

Dr. Erik Peper, cercetator in domeniul testdrii electroencefalografice, profesor la
Universitatea de Stat din San Francisco, subliniaza si el acest fapt [5]: ,,Pentru a invdta cu
adeviarat ceva, trebuie sa interactionezi cu sursa datelor. in cazul televiziunii, nu gandesti cu
adevdrat. Stiu cd, in cazul meu, pot sa invat ceva doar dacd sunt angajat, ca ITn metoda socratica
de predare. Cea mai bund metoda de predare este cea interactivd. De exemplu, unii invata mai
bine atunci cand iau notite, fiindca notitele reprezinta un sistem feedback. (...) Vizionarea TV
presupune numai sa primesti fard sd reactionezi. Nu face decat sa-{i capteze atentia, iar tu
primesti, nu privesti. (...) Cand ne uitdm la televizor, ne antrendm sa nu reactiondm, si asa, mai
tarziu, facem lucruri fard sa stim de ce le facem si de unde ne-au venit in minte”. Invitarea care
are loc este foarte putin cognitiva, greu de reprodus, foarte putin analizabild si putin bazata pe
gandire [4, 5].

Invitarea trebuie sa fie un proces rational si constient, ce presupune un efort de intelegere,
de organizare a cunostintelor si de integrare a lor in orizontul mai larg de cunoastere a
individului. Noile cunostinte sunt depozitate In memorie de unde pot fi scoase pentru a fi
intrebuintate in procesul gandirii. In cazul lumii virtuale, cunostintele nu sunt nici percepute
sau structurate logic si nici mintea nu este deplin constienta de ele. De fapt, dacd se poate vorbi
de o invatare prin intermediul televizorului, aceasta nu are caracter logic, deductiv, sintetic,
fiindca aceste procese sunt guvernate de emisfera stanga care, pe timpul vizionarii, se afld in
,,amortire”.

Calculatorul, tehnologia bazata pe inteligenta artificiald, frandnd dezvoltarea si chiar
vatamand lobul prefrontal, cel de care depinde desfasurarea proceselor de constiinta, a
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proceselor mentale superioare, afecteaza in mod semnificativ capacitatea de concentrare a
atentiei, slabesc motivatia, si favorizeaza comportamentele instinctive — bulimia, agresivitatea
si pulsiunile sexuale.

Acestea sunt doar cateva din motivele pentru care Academia Americand de Pediatrie,
recomanda ca pana la doi ani copiii sd nu fie 1asati sa se uite la televizor, iar dupa aceasta varsta,
pe toata perioada varstei scolare, sa li se limiteze timpul vizionarii (cumulat televizor, video sau
calculator) la una, cel mult doud ore pe zi. Unii autori opineaza ca macar pana la 5-6 ani cand
se Incheie prima perioada esentiala in dezvoltarea creierului, copiii sa fie {inuti departe de
televizor si calculator.” [6]

In acest context, ,,rationamentul matematic, abordarea unor discipline ca fizica, chimia
sau, in general, a gandirii stiintifice va fi Incd una din problemele cu care se vor confrunta
generatiile viitoare, in conditiile in care nu se va face nimic in vederea eliberarii de sub tirania
televizualului.” [6]

Acestea fiind pericolele datorate tehnologiei avansate si in tara noastra, imi pastrez o doza
de optimism si lupt pentru a capta atentia elevilor mei, invitandu-i permanent la analiza creatie
si la lucrul in echipa dezvoltandu-le intelectul, imaginatia si spiritul altruist (pundndu-i sa-si
explice unii altora ceea ce au inteles — sub atenta mea coordonare).

In contextul lumii moderne puternic tehnologizate, este lesne de inteles ce se intdmpla in
randul elevilor si cat de anevoios poate profesorul sa capteze atentia tuturor (unii scriu mesaje
pe telefon, altii se joaca pe telefon, altii se pregatesc la alte materii — in cazul in care urmeaza
un test, altii viseaza cu ochii deschisi, unii isi permit chiar sa puna capul pe banca — semn ca se
plictisesc). Eu, ca profesor, sunt nevoitd sa-i conving ca fizica merita toatd atentia, si sunt
nevoitd sa-i determin sa-si inteleagd starea de neputintd datoratd petrecerii unui timp foarte
indelungat Tn mediul virtual — situatie in care o parte considerabild din timpul alocat predarii se
risipeste. Tindnd cont de problemele cu care ne confruntdm in randul elevilor, am observat ca,
aplicand metoda experimentului, reusesc sa captez atentia lor in proportie de 80% — dar asta
depinde de tipul experimentului si de spectaculozitatea lui.

Rolul experimentului este fundamental in aparitia fizicii ca stiinta. Este usor de inteles ca
fizica s-a dezvoltat urmarind cu atentie fenomenele naturale sau provocate intentionat
(experimentele) si analizand relatiile intre proprietatile materiei si transformarile care au loc.
Elevul care intdlneste notiunile fizice reuseste s le inteleaga si sa le asimileze mai usor doar
daca sunt prezentate in stransa legatura cu fenomenul (experimentul) si proprietatile la care fac
referire. Se pot da exemple din viata cotidiand fara a prezenta experimentul in sine, dezvoltand
astfel atentia si imaginatia, dar capacitatea elevilor de a-si mentine atentia si de a-si imagina
fenomenul pe baza unor explicatii care sa implice, eventual, si un desen, depinde de interesul
fiecaruia in parte si de cat de mult timp petrec in mediul virtual.

PUNEREA PROBLEMEI

Experimentul este o metodd de predare-invatare a fizicii caracterizata pe larg in literatura
de specialitate. Orice experiment incepe cu o intrebare care cere un raspuns, cu o problema de
rezolvat, cu o idee de testat. Experimentul de laborator este 0 metoda euristica de realizare a
activitatilor practice de laborator. Prin realizarea experimentului de laborator, elevii sunt pusi
in situatia de a realiza diferite operatii cu scopul de a observa, de a dovedi, de a verifica, de a
descoperi [2]

Experimentul reprezinta o observare provocatd, deoarece elevii sunt pusi in situatia de a
concepe si de a practica ei ingisi un anumit gen de operatii, cu scopul de a observa, masura,
studia, dovedi si verifica legi si rezultate i din acest motiv metoda poate fi incadrata in categoria
metodelor activ-participative de predare-invatare, deoarece ea presupune o interventie activa
din partea elevilor pentru a schimba conditiile de manifestare a obiectelor si fenomenelor
supuse studiului si pentru a ajunge la descoperirea unor adevaruri [2].
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Pe de alta parte, ca si capitol de studiu al fizicii, optica poate fi considerata ,,deosebit de
experimentald”, pentru ca ea opereaza cu elemente nemijlocit vizuale, care se preteaza intr-un
mod exceptional la efectuarea de experimente.

In aceeasi ordine de idei, ca si parte a opticii, optica geometrica foloseste intr-un mod
spectaculos de simplu elemente Intalnite in viata de zi cu zi, care pot fi constientizate de catre
elevi prin experimente usor de efectuat si cu rezultate usor de interpretat.

STUDIU EXPERIMENTAL. MATERIALE SI METODE

In cele ce urmeaza, se vor prezenta citeva experimente care au rolul de a-i ajuta pe elevi
sd observe si sa caracterizeze doud fenomene de baza in optica geometrica: reflexia si refractia
luminii [1, 3]. Pe baza demersurilor experimentale, ei vor fi capabili sa explice si sa interpreteze
ceea ce au observat, chiar sa formuleze legile matematice ale celor doud fenomene si, desigur,
sd le identifice in viata de zi cu zi.

Experimente realizate pentru studiul reflexiei luminii

Experimentul din figura 1 are rolul de a pune in evidenta legea intai a reflexiei: indiferent
de pozitia razei incidente (cea care porneste de la sursa laser), raza reflectata se orienteaza astfel
incat cele doua raze si normala dusa in punctul de incidenta sa apartind mereu aceluiasi plan.

Figura 1. Studiul experimental al reflexiei luminii. Formularea primei legi a reflexiei luminii

Materialele necesare realizarii experimentului au fost: o oglindd, o sursd laser
punctiforma, un deodorant cu pudra (cu ajutorul cdruia se poate pune 1n evidentd raza de lumina
provenita de la sursa laser particulele fine de pudra facand vizibil ,traseul” fasciculului
luminos). Se observa ca experimentul a fost realizat folosind unghiuri de incidenta diferite.
Trebuie mentionat faptul cd, la repetarea experimentului, este necesard curdtarea oglinzii,
deoarece pudra provenitd de la deodorant se depune pe oglinda si aceasta devine opaca.

Legea a ll-a reflexiei a fost pusa in evidentd cu ajutorul experimentului din figura 2, in
care a fost folosit un raportor, cu ajutorul caruia se masoara cele doua unghiuri (de incidenta si
de reflexie).

Figura 2. Punerea in evidenta pe cale experimentala a legii a doua a reflexiei luminii

In cazul acestui experiment este necesara o atentie sporita la pozitionarea sursei laser si a
oglinzii, deoarece este necesar ca punctul de incidenta sa fie in mijlocul raportorului pentru o
masurdtoare corecta.
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Materialele necesare efectudrii experimentului au fost: o oglinda, un laser cu spotul
luminos in forma liniara, un raportor cu valoarea zero pe directia normalei §i care masoara
unghiuri cuprinse intre 0° si 90° de o parte si de cealaltd a normalei. Se observa ca unghiul de
incidenta este egal cu unghiul de reflexie.

Experimente realizate pentru studiul refractiei luminii
In experimentul din figura 3 se poate observa ca la suprafata de separare dintre aer i apa
paiul pare sa fie frant, iar In apa pare sa fie orientat sub un alt unghi decat in aer.

Figura 3. Punerea in evidentd a refractiei luminii

Materialele necesare au fost: un pahar cu peretii netezi i transparenti, un pai si apa.
Experimentul din figura 4 pune in evidentd doua aspecte:

1) reflexia si refractia au loc concomitent

2) intr-un mediu mai refringent decat aerul, refractia are loc cu apropiere de normala
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Figura 4. Studiul pe cale experimentala a legilor refractiei luminii

Materialele necesare au fost: un laser cu spotul luminos in forma liniard; o lentild plan-
convexa (material didactic); un raportor impartit in 4 cadrane, astfel incat pe axa verticala este
trecuta valoarea zero; iar fiecare cadran masoara unghiuri cu valori cuprinse intre 0° si 90°.

Pentru desfasurarea corectd a experimentului si interpretarea corectd a rezultatelor
acestuia, este necesara o atentie sporita, astfel incat punctul de incidenta sa fie in mijlocul
raportorului. Experimentul din figura 5a evidentiaza fenomenul de refractie cu apropiere de
normala, la fel cu experimentul anterior, cu mentiunea ca este mai spectaculos, iar elevii sunt
impresionati de acesta.

In acest caz, materialele necesare au fost: un laser cu spotul luminos punctiform, un vas
cu apa (un acvariu de 11 litri), apa, lapte, chibrituri, hartie, o placa transparenta cu rol de capac.

Experimentul necesita unele explicatii in plus referitoare la modul de lucru.

Se pun in acvariu aproximativ 3 — 4 litri de apa. Pentru ca raza de lumina sa fie mai
vizibila, este necesar sd adaugdm cateva picaturi de lapte. Asa cum in primul experiment s-au
folosit particulele de pudra din deodorant pentru a pune in evidentd fasciculul luminos, tot asa
au fost folosite 1n situatia de fatd particulele de fum. Se aprinde putind hartie cu ajutorul
chibriturilor, iar in momentul urmator se stinge flacara pentru a lasa hartia sa fumege. Cu
ajutorul ei se distribuie putin fum in interiorul acvariului §i se pune tdblia transparenta pe acesta,
astfel incat sa se pastreze fumul in interior.
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Figura 5. Punerea in evidentd a fenomenului de refractie cu apropiere de normala (a),
respectiv cu indepartare de normald (b)

Este necesara urmatoarea observatie: nu trebuie sa de adauge prea mult lapte 1n apa si
nici prea mult fum in interiorul acvariului, deoarece, in caz contrar, se opacizeaza mediile si
raza de lumind nu mai trece dintr-un mediu in altul, sau are o intensitate luminoasa mica,
insesizabila.

Experimentul din figura 5b) pune in evidenta fenomenul de refractie cu indepartare de
normald (1 >n,). Fasciculul luminos porneste dintr-un mediu mai refringent (apa) pentru a

ajunge Intr-un mediu cu densitate mai micd (aerul). Este cazul refractiei in car eunghiul de
incidenta este mai mic decat unghiul limita — situatie 1n care raza de lumina iese din apa in aer.
In ambele experimente din figura 5 materialele folosite au fost aceleasi.

Experimente realizate pentru studiul reflexiei totale

Figura 6 surprinde fenomenul de reflexie totald, in aceleasi conditii de lucru ca ale
experimentului din figura 5b, cu deosebirea ca a fost folosit un unghi de incidenta mai mare
decat unghiul limita (i > I). Se observa cd de data aceasta in interiorul acvariului, fasciculul
luminos nu mai iese in aer, ci se propaga din aproape in aproape, in forma de zig-zag, prin apa.
Acelasi lucru se intampla si in cazul fibrei optice prin care undele electromagnetice se propaga
cu o viteza foarte mare pe distante de zeci de kilometri.

Figura 6. Punerea in evidenta a fenomenului de reflexie totala (i > I)

Acelasi fenomen (reflexia totala) este surprins in figura 7b. Am fost folosit acelasi acvariu
ca in cazul experimentelor anterioare, dar Tnainte de a introduce laptele in apa. Poza din dreapta
surprinde titirezul plutind pe apa — se poate observa ca partea din interiorul apei a titirezului
este mai lunga si vopsita in varf. Privit de jos 1n sus, sub un unghi mai mare decat unghiul limita,
partea mai lunga si vopsita a titirezului se oglindeste pe suprafata interioara a apei, ca dovada a
existentei fenomenului de reflexie totala.
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Figura 7. Reflexia totala

Studiul notiunilor de fizica, bazat pe utilizarea experimentelor mentionate, a fost urmat
de un chestionar care a avut scopul de a afla preferintele elevilor referitoare la lectiile
experimentale de fizicd. Acesta a cuprins cateva intrebari, dintre care: ,,Ce cuvinte iti vin in
minte cand auzi denumirea acestui domeniu (Fizica)? Scrieti cel putin 3 cuvinte”, ,,Ce inseamna
fizica (acest domeniu vast) pentru tine?”,”Cum apreciezi dificultatea acestui domeniu de
studiu?”, ,,Cat de important crezi cd este pentru viata ta sd cunosti notiuni de fizica?”, ,,Ce
subiecte din fizica prezinta interes pentru tine?”.

Demne de retinut sunt raspunsurile la intrebarea ,,Ce modalitati de predare invatare te-ar
ajuta sd Intelegi mai bine notiunile de fizica?” (figura 8), care pun in evidentd importanta
folosirii experimentului in timpul predarii: 80,3% dintre elevi au ales experimentul ca
modalitate de predare/invatare, modalitate care i-ar ajuta sa inteleagd mai bine fenomenele
fizice si sa asimileze mai usor notiunile specifice.

Ce modalitati de predare / invatare te-ar ajuta sa intelegi mai bine notiunile din fizica?

178 de raspunsuri

mijloace audio-video 69 (38,8 %)

experimente efectuate in cadrul

143 (80,3 %
orelor de predare ( b)

documentare 46 (25,8 %)

manualul

culegerea de probleme

9
(probleme rezolvate) 40 (22,5 %)
0 80 100 150

Figura 8. Aprecierea de catre elevi a modalitatilor de predare/invatare a notiunilor de fizica

Ultima intrebare a chestionarului fost ,,Ce subiecte din fizicd prezintd interes pentru
tine?”. Din raspunsurile elevilor se observa ca subiectele care prezintd interes pentru ei sunt
acele capitole din fizicd ce permit efectuarea mai multor experimente (optica geometrica,
electricitate, electromagnetism). Unii elevi 1s1 exprima interesul doar pentru experimente, putini
dintre ei 151 exprimandu-si interesul pentru astrofizica, seismologie si fizica cuantica.

Toate acestea subliniaza deschiderea si interesul elevului spre metoda experimentului.

DISCUTII SI CONCLUZII

In decursul anilor am observat ci, indiferent de capitolul studiat, elevilor li se capteaza
mult mai usor atentia si corelarea nofiunilor teoretice cu cele practice se realizeaza mult mai
usor, daca se efectueaza cel putin un experiment (chiar i demonstrativ) in timpul predarii. Daca
au posibilitatea sa efectueze ei ingisi experimentul, conexiunile se realizeaza mai rapid,
deoarece implicarea lor este directd. Am intalnit, insd, si situatii n care, chiar daca am prezentat
experimente in timpul predarii, unii elevi au ramas pasivi, fiind nevoita sa-i mobilizez si sa-i
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motivez in permanentd. Dar felul in care elevul reuseste sa realizeze conexiuni intre informatiile
teoretice si cele practice depinde si de interesul fiecaruia in parte.

In contextul lumii moderne puternic tehnologizate, este lesne de inteles ce se intampla in
randul elevilor si cat de anevoios poate profesorul sa capteze atentia tuturor. Ca profesor, depun
in permanenta eforturi sa le arat ca fizica merita toatd atentia, o parte din aceste eforturi avand
si rolul de a-i determina sa-si constientizeze starea de neputintd datorata petrecerii unui timp
foarte indelungat in mediul virtual — situatie In care o parte considerabild din timpul alocat
predarii se risipeste. Tinand cont de problemele cu care ne confruntam in timpul activitatilor
didactice, am observat ca, aplicind metoda experimentului, reusesc sa captez atentia elevilor in
proportie de 80% (cu toate cd acest lucru depinde de tipul experimentului si de spectaculozitatea
lui).

Pentru ca elevii sa fie bine ancorafi in realitate si pentru a li se dezvolta structurile
neuronale responsabile cu gandirea stiintifica si cu rationamentul matematic, sunt necesare si
lectii de fizica ce includ parte experimentala. Este de la sine inteles ca metoda experimentului
nu exclude celelalte metode de predare utile in dezvoltarea abilitatilor intelectuale ale elevilor.
In masura in care am la dispozitie materiale didactice si timp, evit sa folosesc mijloacele audio-
video si caut sd prezint elevilor cat mai multe experimente ,fizice”, ,reale”, ,materiale”,
efectuate in cadrul lectiilor de fizica. De asemenea, le propun si lor sa creeze mici experimente
cu materialele avute la dispozitie.

Totusi, nu pot spune cd mijloacele audio-video lipsesc cu desavarsire din activitatea mea
de predare, si nici nu recomand acest lucru. Ele sunt foarte utile acolo unde nu exista
posibilitatea de a efectua experimentul ,,real”. Le folosesc cu atentie si cu multe explicatii si
intrebari adresate elevilor, pentru a ma asigura ca au inteles ceea ce au vizionat. Se poate
observa ca procentul imediat urmator (38,8%), ca modalitate de predare/invatare in preferintele
elevilor, 1l au mijloacele audio-video si acest fapt se datoreaza, din punctul meu de vedere,
obisnuintei elevilor de a folosi telefonul mobil.

In aceasti situatie in care elevii sunt puternic ancorati in lumea virtuald, experimentele
care-i transpun In lumea reald sunt bine venite pentru intelegerea fenomenelor fizice si insusirea
notiunilor specifice acestora. ,,Pentru a invata cu adevarat ceva, trebuie sa interactionezi cu
sursa datelor” spune Dr. Erik Peper, cercetdtor in domeniul testarii electroencefalografice,
profesor la Universitatea de Stat din San Francisco.

A-iinvata cu adevarat ceva pe elevi si a le dezvolta intelectul si memoria, a forma oameni
responsabili care sd fie utili familiel si societatii, este scopul nostru, al profesorilor de
pretutindeni.
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Rezumat. Aptitudinile de rezolvare a problemelor reprezinta o importantd parte a educatiei.
Impreund cu gandirea criticd, ea are o importantd deosebitd in studiul fizicii, atdt la nivel
preuniversitar, cdt si universitar, facilitind aprofundarea si fixarea notiunilor caracteristice. Fizica
este un domeniu care necesitd cunostinte de matematicd, ceea ce o face sa fie consideratda o
disciplind de studiu de o dificultate aparte.

Lucrarea de fata isi propune sd scoatd in evidentd necesitatea cunoasterii matematicii atunci cand
este vorba despre rezolvarea unei probleme de fizica, deoarece, pentru descrierea cantitativa a
situatiilor prezentate intr-o problemd de fizica sunt necesare instrumente de calcul oferite de
matematicd. Se constatd, insd, ca simpla cunoastere a acestor instrumente nu este suficientd,
rezultatele oferite de acestea trebuind interpretate din punctul de vedere al fizicii.

Cuvinte-cheie: rezolvare de probleme, metode matematice, interpretarea fizica a rezultatelor

INTRODUCERE

In sens general, o problema reprezinti o situatie noud pe care o persoani (elevul,
studentul, profesorul!) o intdlneste si pentru care nu are metode sau instrumente pentru a o
rezolva pe loc, instantaneu: deoarece problema este o situatie nou intdlnita, ea este diferita de
un ,.exercitiu” sau o ,intrebare”. Ea este un proces mental care necesitd gandire critica si
creativd, pentru gasirea unor idei alternative si a unor pasi specifici pentru a depdsi orice
obstacole. Rezolvarea problemei reprezintd o situatie care necesitd analiza si planificare a
informatiilor Tnvatate; persoana In cauza trebuie sa se gdndeasca si chiar sa faca niste pasi pentru
a ajunge la raspuns. Problema este o situatie complexa, pentru ca strategia de rezolvare nu se
vede imediat si, mai mult decat atat, necesita de cele mai multe ori creativitate si originalitate
[2, 6, 12].

Atunci cand este vorba despre lucrul cu elevii (sau cu studentii!), rezolvarea de probleme
presupune efectuarea unor operatii mintale si motrice cu scopul formarii de priceperi, deprinderi
si abilitati de munca intelectuala, respectiv: intelegerea esentei fizice si a notiunilor studiate,
aprofundarea cunostintelor prin repetarea si fixarea materiei Insusite, dobandirea increderii in
fortele proprii, formarea deprinderii de a invinge obstacole in cazul rezolvarii problemelor cu
grad sporit de dificultate, stabilirea de corelatii intre fizica si stiintele inrudite, aprofundarea
cunostintelor de matematica, dandu-le acestora un sens concret, sporirea operativitatii gandirii,
familiarizarea cu unitdfi de masurd, verificarea rapida a cunostintelor dobandite [3]. Notiunile
de fizicd se invatd si sunt intelese deseori prin recunoasterea, analiza si construirea unor
conexiuni conceptuale proprii, cei care studiaza fizica lucrand multe exercitii si probleme
pentru a intelege conceptele fizicii [9, 12]

Din punct de vedere metodic, rezolvarea unei probleme presupune culegerea informatiilor
(prin citirea clara a textului problemei, scrierea datelor pe tabla, chiar dictare in intregime a
problemei, daca elevii nu acces direct la problema respectiva), intelegerea confinutului
problemei, prin incadrarea acesteia intr-un anumit capitol al fizicii, analiza continutului fizic al
problemei (dacd este o problema complexa, descompunerea ei in probleme mai simple,
explicarea unor termeni, clarificarea esentei fizice a problemei, efectuarea unor transformari de
unitati de masura, identificarea fenomenelor fizice la care se referd problema, recapitularea
cunostintelor teoretice necesare rezolvarii problemei), rezolvarea propriu-zisa, verificarea si
interpretarea rezultatelor. [3, 8].
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Este importantd observarea si aducerea in discutie a legaturii dintre fizica si alte stiinte,
respectiv alte discipline, dintre care am putea spune ca pe primul loc este matematica. Aceasta
nu numai ca oferd un instrument sensibil pentru descrierile cantitative cu care opereaza fizica,
ci si ajutd la interpretarea rezultatelor obtinute pe diversele cai specifice fizicii.

Rezolvarea de probleme este o metodd de invatare care cere elevilor sd gaseasca
raspunsuri fara o asistenta speciald, ei fiind capabili sa gaseasca noi reguli si corelatii folosind
cateva abilitdti care includ identificarea acelor elemente din problemele de fizica ce pot fi
utilizate la gasirea solutiei, stabilirea legaturilor matematice dintre ele, utilizarea acelor formule
cu respectarea si recunoasterea semnificatiei fizice a simbolurilor care intervin, ceea ce
inseamna efectuarea operatiilor matematice corespunzatoare, respectarea unitatilor de masura
si a corelatiei dintre ele si, neapdrat, interpretarea rezultatelor obtinute [10, 11].

Matematica este un element esential al rezolvarii problemelor de fizicd; in sine, ea este
limbajul stiintei, un limbaj bogat si indispensabil pentru a reprezenta adevarul pe care il releva
fizica. Matematica este nu doar un instrument lingvistic, ci si un factor constitutiv al cunoasterii
stiintifice [ 1]; matematica utilizata in fizica este un dialect distinct al acestui limbaj, ea este mai
mult decat relatii abstracte, avand chiar o semiotica distincta!

Folosirea matematicii in stiinta, in particular in fizica, nu este optionald, deoarece ea are
un scop mai profund: stiinta moderna a preluat matematica intr-un sens profund, care sta la baza
metodei stiintifice [1, 11]. Scopul ei este sda exprime intelegerea sistemelor fizice,
caracteristicile lor, relatiile matematice si rezultatele calculelor matematice avand intotdeauna
semnificatie fizica atribuita prin interpretarea lor. Astfel, rezolvarea de probleme poate fi privita
ca esenta muncii unui fizician [1, 4, 7].

Majoritatea elevilor (dar si a studentilor!) considera matematica dificila si din acest motiv,
isi pierd in timp interesul pentru aceasta. Aceeasi situatie se manifesta si cand este vorba despre
fizica, elevii experimentand dificultdti uneori serioase in a o invata, multi dintre ei chiar
pierzandu-i interesul pentru aceastd disciplind de studiu. A-i invéfa pe acestia cum sa rezolve
problemele si a-1 ajuta sa dezvolte o intelegere a conceptelor fizicii sunt doud din scopurile
principale ale instruirii la fizica — scopuri dificil de atins [3, 10, 11]. Consecinta formarii
deprinderilor de rezolvare a problemelor este o noua atitudine si o mai bund intelegere a
fenomenelor fizicii, a principiilor si a legilor acesteia, ele toate aplicandu-se prin intermediul
relatiilor matematice care sunt potrivite pentru problemele respective [11].

Este inutil sa mai adaugdm faptul ca in stiintd si in matematicd rezolvarea de probleme
este aptitudinea cel mai dificil de format si cea mai putin invatata. Ea are o laturd profund
intelectuald; ea este o aptitudine intelectuald de cel mai ridicat grad, care necesitd gandire
creativa, gandire criticd si luare de decizii. Procesul de gandire pe care il implica include
intelegerea intrebarilor puse de problema, abilitatea de a identifica situatiile-cheie si variabilele
utilizate in rezolvarea problemei, abilitatea de a implementa corect strategia rezolvarii si de a
evalua viabilitatea rezultatelor finale [11].

PUNEREA PROBLEMEI

De cele mai multe ori, pe langa cunostintele de specialitate, rezolvarea unei probleme de
fizica face apel la o gama foarte larga de cunostinte de matematica. De exemplu, la nivel liceal,
sunt foarte utile (chiar indispensabile!) cunostintele legate de comportamentul unor functii
(intre care printre ,,vedete” se numara functia de gradul doi si functiile trigonometrice),
notiunile de calcul vectorial, elementele de calcul diferential si integral sau notiunile de
geometrie analitica. Folosirea acestora in contextul aplicarii cunostintelor de fizica conduce
uneori la situatii surprinzatoare, in sensul cd, desi corecte din punct de vedere matematic, ele
nu sunt convenabile din punctul de vedere al situatiei concrete. Desi pare a fi o situatie
conflictuald, lucrurile sunt, de fapt, foarte simple: este vorba aici despre interpretarea criticad a
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rezultatelor sau, altfel spus, despre semnificatia fizica a acestora, ceea ce face ca, in ochii unora,
fizica sa fie mult mai dificila decat parea la prima vedere!

DISCUTII PE STUDIU DE CAZ

Consideratiile de mai sus vor fi exemplificate cu ajutorul unei probleme de optica
geometricd, scotandu-se 1n evidenta cunostintele de matematica necesare pentru rezolvarea cu
succes a acesteia. Se va insista si pe semnificatia fizica a rezultatelor obtinute pe parcurs, fiind
oferind toate explicatiile necesare. Nu se vor discuta calculele matematice simple, cum ar fi
operatiile cu fractii ordinare sau ecuatiile de gradul I cu o necunoscuta.

Astfel, se considera un sistem optic afocal format din trei lentile sferice subtiri: doua
lentile divergente L; si L, avand modulul distantelor focale f si respectiv 2f si o lentila

convergenta L, avand distanta focalda 3f . Lentila L, este plasata intre lentilele L, si L3, ca
in figura 1. se cere distanta d dintre lentilele L, si Lj, astfel incat distanta D dintre lentilele

divergente sa fie minima. [5]

Ly Lra Ly

D

—
e —

Figura 1. Pozitia relativa a lentilelor, conform datelor problemei

Se observa ca in textul problemei se mentioneaza notiunea de modul. Ca notiune
matematica, modulul unui numar real n se defineste astfel:

{n, dacin>0

In|= —n,dacin<0’

(V) nell

Se observa ca modulul unui numar real este Intotdeauna pozitiv sau egal cu zero, lucru
util in rezolvarea problemei, deoarece modulul distantei focale a celor doua lentile fiind f,
respectiv 2f ,vomavea f >0, 2f >0, respectiv 3f > 0, ceea ce este in concordanta cu faptul

ca lentila din mijloc este una convergentd. Ficand mai departe corelatia cu semnificatia fizica,
trebuie sd se tina cont de faptul ca lentilele in cauza sunt divergente, deci au o distanta focala
negativa: —f , respectiv -2 f , semnul ,,minus” fiind folosit conform conventiei geometrice de
semne.

Pasul urmator, de o importanta aparte, este sa se realizeze un desen pe care sa se puna in
evidenta mersul razelor de lumina, atat cat este posibil. Poate fi vorba despre un desen orientativ
care, in caz de nevoie, conform informatiilor obtinute pe parcursul rezolvarii (pozitii ale
obiectelor si ale imaginilor fatd de lentile), se completeaza astfel incat sa corespunda situatiei
fizice prezentate in problema (figura 2).

Se studiaza formarea imaginilor in prima lentila si se obtine:

111

Xgl) X](.l) ~f :>i1=i:>xgl)=—f
B )

X7 —> 00
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Figura 2. Desen schematic privind mersul razelor de lumina prin sistemul optic format de cele trei lentile

Acest lucru era de asteptat, intrucat raza incidenta, paralela fiind cu axa optica principala
a sistemului, va trece prin focarul imagine al primei lentile; lentila fiind divergenta, focarele
sale sunt virtuale, aga cum se vede si in figura 2. Deoarece f reprezinta modulul distantei focale,
deci o marime pozitiva, — f va fi negativ, —f <0, deci imaginea se va forma in spatiul obiect,
respectiv focarul imagine va fi In stanga lentilei (focar virtual).

Conform figurii 2:

- =) -(~) > D-g =)

si, prin urmare, pentru lentila L, Se poate scrie:

) =t ®
D =) o2
Formarea imaginilor in a doua lentila poate fi si ea descrisd cu ajutorul relatiilor:
Lot 1
2 2)  3f
2 (s @

NENCENC

La descrierea formdrii imaginilor in a treia lentild trebuie sd se tind cont de faptul ca
imaginea se formeaza la infinit, sistemul fiind afocal:

1 11

NOINOIT j%¢i3¢%u (3)
A NONFY

X5 7 —> 0

Trebuie determinata o relatie intre D si d, in conditiile in care se cunoaste f(> O);

inlocuind relatia (3) in (2) se obtine:
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_ 2 (2) _ 2111 4
d=x"-2f = X d+2f:>d+2f NOREY (4)

Folosind relatia (1) sub urmatoarea forma:
D-d=-f-x? = x¥=d-D-1
expresia (4) devine:
11 1
d+2f d-D-f 3f
Efectuand calculele, se obtine o ecuatie de gradul II in d:
d®+d(f-D)+7f%+fD=0 (*)
In acest punct la rezolvirii intervine legitura dintre capacitatea de atribuire a unei
semnificatii fizice unei combinatii de simboluri fizice si intuitia matematica. Pentru inceput,
trebuie mentionat faptul ca existenta si natura solutiilor unei ecuatii de tipul celei de mai sus
depind de valoarea discriminantului A. Se observa ca, mergand pe calea ,,clasica” de rezolvare
a unei ecuatii de gradul II, s-ar obtine d =d (D), in conditiile in care discriminantul este

convenabil. O astfel de dependenta nu este utila, intrucat ceea ce se cunoaste despre D este doar
faptul ca este minim si, sa recunoastem, mai mult incurca lucrurile. Dar cerinta problemei este
sd se determine d in anumite conditii, deci ceea ce trebuie facut in continuare, este sid ne

asiguram ca d exista, iar d exista numai daca discriminantul este pozitiv sau nul:
A>0

A=(f-D)’*-4(7f?+D)=D*-6fD-27>0
Urmeazd determinarea acelor wvalori ale 1lui D, pentru care functia
A(D):D2—6fD—27f2 are valori pozitive sau este nuld. Pentru aceasta, sunt utile
cunostintele legate de semul functiei de gradul II. Astfel, datd fiind o functie g:[] -],

g(x)=ax®+bx+c, cu a,b,cell, a=0, semnul acesteia se va stabili conform tabelului 1:

Tabelul 1. Semnul functiei de gradul II cand discriminantul este pozitiv

X —o0 X1 X9 +00

g(x) semnul lui a 0 semn opus lui a 0  semnulluia

unde X; si X, sunt radacinile ecuatiei asociate functiei g, in conditiile in care discriminantul

este pozitiv.
Prin urmare, se calculeaza discriminantul ecuatiei de gradul II asociate functiei A( D):

AN=36f2+4.27f?=144f2>0 = Dy, e/

si se obtin solutiile ecuatiei:

Dl:% :>D1:9f

Se observa ca, din punctul de vedere al rezolvarii matematice, exista doua solutii, insa
D, <0 nu are semnificatie fizica, Intrucat D nu se supune conventiei de semne (deci nu poate
fi pozitiv sau negativ, asa cum pot fi de exemplu distantele focale sau distantele lentila-obiect
sau lentila-imagine) si nici nu poate fi negativ, distantele care nu se supun unor reguli privind
asocierea semnelor putand fi exprimate doar prin numere pozitive.
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Astfel, valorile lui D pentru care A >0 se citesc din tabelul 2:

Tabelul 2: Semnul functiei A(D)=D?-6fD—27f2
D | = -3f of o |
A+ o+ o+ + 0 - - - - -0 o+ o+ o+ o+ |

Se observa urmatoarele (si aici intervine din nou corelarea dintre rezultatul matematic si
semnificatia fizicd a marimilor care intervin; cu alte cuvinte, interpretarea fizica a rezultatului):
- intervalul (—oo,—3f ] nu convine deoarece nu are semnificatie fizica, D fiind negativ (o

lungime nu se poate exprima printr-un numar negativ)
- intervalul (—3f,9f) nu convine, deoarece aici A este negativ, ceea ce contrazice

conditia de la care am pornit

- intervalul [9f ,+oo) corespunde conditiei A >0, deci este solutie

Prin urmare, iatd interpretarea fizicd a celor mentionate mai sus: pentru orice valori ale
lui D, mai mari de 9f sau egale cu acesta, sistemul este afocal.

Problema cere, insa, determinarea acelei valori a lui d, pentru care D sa ia valoarea
minima; aceasta valoare se determina din intervalul-solutie, [9 f,+ oo) , In care se identifica cea

mai mica valoare a lui D:
Dmin = 9 f

- inlocuind 1n relatia (*) se obtine din nou o ecuatie de gradul II:

d2-8fd+16f2=0 < (d—4f)°=0 = d =4f

Se poate mentiona, ca observatie, cd rezolvarea de mai sus este accesibild unui elev de
clasa a IX-a, clasa in care el dobandeste toate cunostintele necesare de matematica.

Se va aduce in discutie o alta cale de rezolvare a problemei, care se bazeaza pe cunostinte
de analiza matematica accesibile unui absolvent de clasa a XI-a. Deoarece se poate considera
ca mersul problemei conduce in mod firesc la relatia (*), va fi folosita aceasta, dar scrisa sub o
alta forma, care sa puna in evidenta dependenta D =D (d ) :

d?+d(f-D)+7f2+ D=0 = D(d)zﬁ(fd +7E24d?) ()
Conditia de obtinere a lui D, este o conditie de extrem, care s scrie astfel:
dD (f+2d)(d-f)-(fd+7f%+d?)
dd (d-f)

si de unde rezulta:
d?-2fd -8f2=0
adica o ecuatie de gradul doi in f, pentru a carei rezolvare se respecta algoritmul cunoscut:
A=4f2432f2=36f7
Desigur ca discriminantul fiind pozitiv, ecuatia va avea doua solutii:

dlz—ZfZG]c = d,=4f>0(f>0)
d2:¥ — d1:—2f <O(f >0)

Din nou trebuie respectata semnificatia fizica a solutiilor matematice; astfel, cea de a doua
solutie nu convine, distanta d fiind negativa, solutia acceptata fiind cea in care d =4f , acesta
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fiind si raspunsul la cerinta formulati in problema. In cazul in care se doreste, in plus,

determinarea lui Dy, , se foloseste dependenta D =D(d):

f.4f +7f2416f%
4f —f

Dpin = D (4 ) = of

CONCLUZII

A fost propusa o problema de fizica pentru a carei rezolvare au fost folosite mai multe
metode matematice.

Din punctul de vedere al fizicii, au fost necesare cunostinte privind notiunea de sistem
optic afocal, reprezentarea lentilelor subtiri, natura focarelor lentilelor divergente, respectiv
convergente, mersul razelor de lumind prin lentile divergente/convergente, formula
fundamentala a lentilelor subtiri.

Din punctul de vedere al matematicii implicate, prima metoda s-a bazat pe cunoasterea
comportamentului functiei de gradul II, accesibila unui elev declasa a IX-a, iar cea de a doua a
facut apel la cunostinte de analiza matematica, dobandite in clasa a XI-a. Aplicarea acestora a
dus la obtinerea unor rezultate corecte din punct de vedere matematic, dar inacceptabile din
punct de vedere fizic (de exemplu, exprimarea unei distante printr-un numar negativ).

Aceasta situatie scoate in evidentd necesitatea gandirii critice in timpul rezolvarii
problemei, gandire capabild s interpreteze rezultatele unor calcule din punct de vedere fizic
sau, cu alte cuvinte, sa le atribuie acestora o semnificatie fizica.

Se constata ca, indiferent daca sunt calcule simple sau sunt necesare cunostinte pugin
mai avansate de matematica, aceasta este omniprezentd atunci cand se pune problema rezolvarii
unei probleme de fizica!
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Rezumat. Orice miscare care se repeta la intervale de timp egale reprezinta o miscare periodica.
Daca o particula aflata in miscare periodica se deplaseaza in vecindatatea pozitiei sale de echilibru
stabil, miscarea este oscilatorie. Deoarece fortele de frecare disipeaza energia miscarii, distanta
maximd la care se poate deplasa particula descreste in timp, oscilatia devenind amortizatd. O
oscilatie proprie nedisipativa este neamortizata, iar o oscilatie proprie disipativa este amortizatd.
Lucrarea a urmdrit studiul oscilatiilor amortizate si cuplate, avind in vedere un caz particular de
cuplaj, cel a doud resorturi identice care sunt legate la un resort de cuplaj, acesta avind o constantd
elastica mult mai mica.

Cuvinte cheie: oscilatii cuplate, oscilatii amortizate, fenomenul de batai

INTRODUCERE

Doua resorturi, legate prin intermediul unui resort de cuplaj, formeaza un sistem cuplat.
Elongatiile y1 si y2 corespunzatoare celor doua resorturi se vor masura luand ca reper starea in
care resorturile erau in echilibru (se va lua cu semnul ,,+” pentru alungire si cu ,,-” pentru
comprimare). Resortul de cuplaj ,,y” va fi alungit sau comprimat in functie de semnul
termenului y1+yo>.

Metoda oscilatiilor normale revine la separarea ecuatiilor in doua ecuatii de tip oscilator
armonic, ce pot fi rezolvate independent. Aceasta poate fi facutd prin adunarea si respectiv
scaderea celor doua relatii obtinandu-se sistemul

(Y, +¥,)+ @2(y1 +Y,)+ 203'2()/1 +Yy,)=0
(yl - yz) + 0’ (yl - yz) =0
unde o este pulsatia proprie a resorturilor, iar o‘pulsatia proprie a resortului de cuplaj. Se
introduc cele doua coordonate normale
G.=Y11Y,
Q=Y.—Y,
Noile coordonate nu mai au aceeasi semnificatie cu cele vechi (de elongatie) dar au
aceeasi dimensiune. In plus, ele caracterizeaza intregul sistem, avand avantajul ca scrierea

ecuatiilor se face identic cu cazul in care am avea doi oscilatori independenti. In noile
coordonate cele doua pulsatii normale sunt

D=0’ +207 = Q=Vo'+20"?
Q) =’ = Q,=0
Asa dupa cum s-a specificat la definirea coordonatelor normale q: si g2, cele doua
moduri normale de oscilatie corespund cazului cand elongatiile se aduna (deci initial ambele
corpuri sunt deviate in acelasi sens fata de pozitia de echilibru cu aceeasi amplitudine) primul
mod, si respectiv celui cand elongatiile se scad (deci cand initial corpurile sunt deviate in sensuri

opuse cu aceeasi amplitudine) cel de-al doilea mod. Din acest motiv Q1 se numeste pulsatie
simetrica, 1ar {2 pulsatia antisimetrica.
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Peste migcarea oscilatorie a fiecarui resort, se suprapune o miscare oscilatorie a

amplitudinii, In sensul ca si amplitudinile celor doua resorturi vor varia periodic cu pulsatia Qb,
astfel incat atunci cand amplitudinea primului resort este maxima amplitudinea celui de-al
doilea este minima (zero). In restul timpului, pe masura ce amplitudinea primului resort scade
cea a celui de-al doilea creste pana cand situatia se inverseaza.
Acest proces este practic un proces de transfer de energie la rezonantd intre cele doua
subsisteme ale unui sistem oscilant. Prezenta frecarilor va duce la amortizarea oscilatiilor. Se
mai spune ca oscilatia sinusoidala cu pulsatia Q =(Q1+€22)/2, ce caracterizeaza fiecare resort in
parte, este modulata in amplitudine cu pulsatia Qp=(€21-Q2)/2, sau perioada Tp=27/Q. Acest
fenomen este numit batai.

MATERIALE SI METODE

Montajul experimental (figura 1) consta dintr-un cadru metalic, de care sunt suspendate cele
doua resorturi identice de constante elastice ki=k>=k. De cele doua resorturi se atarnd doua
corpuri de mase identice mi=mp=m. Pentru realizarea sistemului cuplat, cele doua corpuri se
unesc prin intermediul unor scripeti cu un resort de cuplaj de constanta k’ in forma de y. Timpii
de oscilatie se masoara cu ajutorul unui cronometru.

— —

Figura 1. Schema montajului experimental pentru studiul oscilatiilor cuplate (k1=K,=k; mi=my=m)

Modul de lucru si interpretarea rezultatelor
1. Oscilatiile proprii
Pentru studiul oscilatiilor proprii se parcurg urmatoarele etape:

— Se atarnd de primul resort unul din corpurile cu masa egala mi=my;=m=2.215kg, si se
indeparteaza fie prin alungire fie prin comprimare, resortul de pozitia de echilibru. Se lasa
corpul sa oscileze liber si se masoara timpul t1, necesar efectudrii a 20 oscilatii complete. De
aici se determina perioada oscilatiilor pentru primul resort: T1=t1/10 (S).

— Se determina pulsatia proprie w1=2n/T1 (rad/s). Se repetd aceste operatii de cel putin
doua ori obtinandu-se o0 valoare medie ®,.

— Se repeta aceleasi operatii si pentru resortul al doilea determinandu-se astfel T2 si ©,.
Se determini constanta elastici a celor doui resorturi egale ki=kp=k=maw?
Observatie: deoarece resorturile nu sunt perfect identice se va considera pulsatia proprie
o=(0,+0,)/2
2. Oscilatiile partiale
Pentru studiul oscilatiilor partiale se parcurg urmatoarele etape:
— Se leaga cele doud corpuri prin intermediul scripetilor cu resortul de cuplaj de tip ,,y”.
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— Se mentin pe rand cate unul din corpuri fixe in pozitia de echilibru, celalalt fiind lasat
sa oscileze liber. Se repetd aceasta operatiune de cate cinci ori pentru fiecare corp. La fiecare
determinare se masoara timpul tp a cate 10 oscilatii, se determind perioada conform formulei
Tp=tp/10 si pulsatia partiald wp=2n/Tp, calculandu-se pentru fiecare resort valoarea medie, @, .

Sevalua o, =(®, +®,,)/2. Se determind constanta k” a resortului de cuplaj de tip ,,y”
K™= kp-k:
— Se determini pulsatia proprie o a resortului de cuplaj de tip ,.y”: ©° = K
m

3. Oscilatiile normale

In acest caz ambele resorturi vor fi deformate cu aceeasi amplitudine in acelasi sens (cazul
g1=Yy1t+Yy2 si A1=A»), respectiv ambele resorturi vor fi deformate cu aceeasi amplitudine, dar in
sensuri diferite. (cazul g2=y1-y2 si A1=-Az). Pentru efectuarea masuratorilor se vor parcurge
urmatoarele etape:

Resorturile (1) si (2) cuplate prin intermediul resortului ,,y” se deformeaza cu aceeasi
amplitudine 1n acelasi sens si se lasa sistemul liber. Se realizeaza astfel prima oscilatie normala
(cea simetrica).

— Se masoara timpul necesar efectudrii a 10 oscilatii complete th1 din care se determina
perioada unei oscilatii normale conform relatiei Tn1=tn1/10.

— Se repeta aceste operatii de cel putin cinci ori, in final calculandu-se o valoare medie
T, . Se calculeaza Q" =2x/T,,, prima pulsatie normala (cea simetricd) si se compara aceast

valoare cu valoarea ce ar fi trebuit obtinutd din considerente teoretice

Q;eoretlc — ,032 + 20)12

CU » si »° determinate 1n etapele anterioare

— Se deformeaza resorturile In sensuri opuse cu aceeasi amplitudine. Se pune din nou
sistemul in oscilatie pornind de la aceastd situatie initiala, realizandu-se astfel cea de-a Il-a
oscilatie normald (cea antisimetricd).

— Se masoara timpul tn2 necesar pentru 10 oscilatii din care se determina Tn2 conform
relatiei Tn2=th2/10. Acest lucru se repetd de cel putin de cinci ori, determinandu-se in final o
valoare medie pentru Tnz notata cu T, , .

— Se determina pulsatia normala antisimetrica, din punct de vedere experimental, conform
formulei QS =2n/T,, si se compard valoarea cu cea dati de teorie QY™™ = .

4. Fenomenul de batai
Pentru a evidentia fenomenul de batai, trebuie realizatd de la inceput conditia de
amplitudini defazate cu w/2, intre cele doua resorturi. Acest lucru se realizeaza cel mai usor
deformand unul dintre resorturi pana la o valoare ce va constitui amplitudinea oscilatiei, in timp
ce celalalt este ldsat nedeformat.
Pentru studiul oscilatiilor proprii se parcurg urmatoarele etape:

— Se lasa libere concomitent cele doud resorturi. Se va observa transferul de energie intre
ele si variatia de amplitudine specifica batailor, observand ca, dupa cateva oscilatii resortul ce
fusese deformat cu elongatia maxima ajunge in pozitia de echilibru, iar celalalt oscileaza cu o
elongatie egald cu cea maximad avutd de primul la Inceput. Schimbul energetic continua
permanent, cele doud resorturi trecind pe rand prin cele doud stari. In absenta frecarilor,
procesul ar continua la infinit, dar in cazul real dupd un timp oarecare fenomenul se
amortizeaza.

— Se determina perioada batailor T®, ca fiind timpul necesar corpului care avea initial

amplitudinea 0 sa revina in aceeasi stare. Se inverseaza configuratia initiala de pornire si se
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repeta masuratoarea.

— Se repetd apoi aceste masuratori de cel putin cinci ori pentru fiecare configuratie initiala.
Se calculeaza valoarea medie a perioadei batailor din punct de vedere experimental si se noteaza
cu T®.

— Se determina pulsatia batailor conform formulei QP =21/ TP
— Se compara valorile experimentale ale T si Q2 cu valorile teoretice calculate pe
baza datelor obtinute la etapa anterioara, QP =(Q1-02)/2, iar perioada T>® = 2m/Qp

REZULTATE SI DISCUTII
Rezultatele obtinute pentru oscilatiile proprii Se regasesc in tabelul 1:

Tabelul 1. Calculul pulsatiei proprii pentru resorturile 1 si 2

Resortul 1 Resortul 2

t(s) T(S) w(rad/s) | w(radls) t(s) | T(s) w(rad/s) | w(radls)
3,94 10,394 | 15,93 4,31 | 0,431 | 14,57

4,03 | 0,403 | 15,44 4,05 | 0,405 | 15,50

3,95 | 0,395 | 15,55 4,25 | 0,425 | 14,77

3,96 | 0,396 | 15,45 4,10 | 0,410 | 14,60

3,97 0,397 | 15,50 15,655 4,23 10,423 | 15,41 15,003
3,98 | 0,398 | 15,48 4,21 | 0,421 | 15,34

3,99 | 0,399 | 15,86 4,12 | 0,412 | 14,88

4,02 | 0,402 | 15,78 4,29 | 0,429 | 14,78

4,04 | 0,404 | 15,90 4,15 | 0,415 | 15,19

— 15655+15008 _ 15,329 rad/s, astfel ca se obtine: k=518,67 N/m

Rezultatele obtinute pentru oscilatiile partiale sunt prezentate in tabelul 2:

Tabelul 1. Calculul pulsatiei partiale si a pulsatiei corespunzatoare resortului de cuplaj
w(rad/s) | k(N/m) k,(N/m) | k,(N/m) k'(N/m) | w'(rad/s)

15,3 518,67 15,74 548,76 30,09 3,68

Rezultatele obtinute pentru oscilatiile normale se regéasesc in tabelul 3:

Tabelul 3. Calculul celor doua tipuri de pulsatii normale

Resortul 1 Resortul 2
t1(s) | Tu(s) | Tn, 7" | afeer t2(S) | Tu(S) Ty, Q" | aFer
3,91 | 0,391 416 | 0,416
4,01 | 0,401 419 | 0,419
3,61 | 0,361 4,17 | 0,417
4,02 | 0,402 4,13 | 0,413
3,99 | 0,399 411 | 0,411
392 |0.392 0,4442 | 14,137 | 16,161 2410 | 0.410 0,4122 | 15,235 15,3
3,62 | 0,362 412 | 0,412
3,97 | 0,397 4,09 | 0,409
3,88 | 0,388 4,07 | 0,407
3,76 | 0,376 4,08 | 0,408
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Rezultatele obtinute pentru fenomenul de batai se pot observa in tabelul 4

Tabelul 4. Calculul perioadei batdilor
Tbexp(s) W(S) szp QZeor Tbteor
6,4
6,6
6,4
6,3
6,5 6,45 0,97 | 0,462 | 13,59
6,3
6,6
6,2
6,7
6,5

CONCLUZII

Pentru efectuarea studiului, s-a apelat la metoda oscilatiilor normale, prin care se separa
modurile de oscilatie cu ajutorul a doud coordonate independente. S-au efectuat calcule pentru
oscilatiile proprii ale resorturilor, apoi pentru oscilatiile partiale, pentru aflarea constantelor
elastice ale celor trei resorturi, precum si a pulsatiilor aferente. Apoi s-au efectuat masuratori
pentru doud cazuri particulare (oscilatiile in faza si in antifaza). Fenomenul de batai a constituit
baza urmatoarelor masuratori prin care s-a evidentiat fenomenul de transfer al energiei de la un
oscilator la altul, dar si disiparea energiei in urma amortizarii miscarii sistemului cuplat.

Rezultatele obtinute sunt in bund concordanta cu calculele teoretice efectuate. Sursele de
erori sunt multiple — frecarea cu aerul, firul de legatura nu e inextensibil etc. De asemenea,
aprecierea momentelor de maxim si minim a oscilatiilor nu este lipsit de erori.
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Rezumat: Radioprotectia acopera toate masurile luate pentru a asigura protectia omului si a
mediului impotriva efectelor radiatiilor ionizante. Conceptul de radioprotectie a fost dezvoltat de la
descoperirea radioactivitatii in secolul XX.
Cuvinte cheie: angiografia, radioprotectie

INTRODUCERE

Angio-computer tomografia, denumita si Angio-CT, reprezinta o investigatiec medicala
radiologica care combina tehnologia clasicd a tomografiei computerizate cu cea a angiografiei
conventionale, pentru a crea imagini detaliate a cartografiei vaselor sangvine din corp.
Angiografia este o procedurd medicala minim invaziva, nedureroasa, care utilizeaza razele X
pentru a vizualiza vasele de sange ale corpului, fiind utilizata pentru diagnosticarea, examinarea
si tratamentul bolilor vasculare. Aceasta interventie poate investiga arterele sau venele care
prezinta patologii si malformatii — vasele pot fi ingustate, blocate sau marite in diverse zone ale
corpului, cum ar fi creierul, inima, abdomenul, membrele, gatul sau pieptul, inclusiv cele
asimptomatice.

CT-ul, sau tomografia computerizatd, este 0 metoda de investigatie imagistica de inalta
precizie, atraumatica si foarte rapida, care foloseste razele X pentru a obtine imagini detailate
si de 1nalta rezolutie ale diverselor structuri anatomice ale corpului, care sunt prelucrate ulterior
de catre un soft inteligent computerizat.

Angio-CT combina astfel tehnologia tomogafiei computerizatd cu angiografia
conventionala.

NOTIUNI TEORETICE

In cadrul angiografiilor nu exista timp de expunere. Trebuie luat in considerare faptul
ca aceastd metoda necesita prezenta personalului medical, ceea ce implica riscuri suplimentare
de expunere la radiatii secundare (imprastiate) din partea acestuia. Asadar, radioprotectia in
angiografie este esentiala atat pentru protejarea pacientului, cét si a personalului medical, pentru
optimizarea calititii imaginilor si reducerea dozei de radiatii pentru pecienti. In domeniul
fluoroscopiei, precum si in toate tehnologiile de imagisticd cu raze X, expunerea la radiatii
trebuie redusd la minimum necesar. Din cauza duratei relativ mari a timpilor de expunere
necesari pentru formarea seriilor de imagini, atat pacientul, cat si personalul medical sunt expusi
la riscuri proportionale. Doza de radiatie este estimata intre 20-50 mGy/min la suprafata pielii.
Radiatia ionizantd este capabild sd produca o serie de efecte biologice in functie de doza
radiatiei si radiosensibilitatea tesuturilor. Cu cat mai multe mitoze au loc intr-un tesut, cu atat
acesta este mai radiosensibil.

REZULTATE SI DISCUTII

Luand in consideratie efectele biologice ale radiatiilor ionizante, de-a lungul timpului
au fost elaborate diverse masuri de protectie, masuri ce implica protectie fizica, chimica si
biologica. Protectia fizica include cateva elemente de baza cum ar fi reducerea timpului de
expunere, cresterea distantei fata de sursd, ecranarea surselor de radiatie, precum si o serie de
masuri de organizare bine stabilite.
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Principiul ALARA (as low as reasonably achievable ) este factorul principal care sta la
baza stabilirii unui program de protectie impotriva radiatiilor ionizante

1. Timpul de expunere este direct proportional cu doza de radiatie primita, un timp mai
lung fiind direct asociat cu cresterea dozei. De aceea reducerea la minim a timpului in care o
persoana se afla sub actiunea radiatiilor ionizante este 0 componenta importanta a modernizarii
protocoalelor imagistice pentru diverse investigatii, a planificarii si a structurii unitdtilor ce
detin surse de radiatii ionizante, precum si a instruirii personalului acestor unitati.

2. Distanta de la sursa de iradiere are, de asemenea, o importanta deosebita, aceasta fiind
relatata si prin legea patratului distantei, conform careia intensitatea fasciculului de raze X emis
de o sursd punctiforma este invers proportionald cu patratul distantei de la sursd. Datorita
raspandirii In toate directiile, razele ionizante sunt redistribuite pe o arie mult mai mare odata
cu cresterea distantei de la sursa.

3. Ecranarea se refera la utilizarea diverselor materiale si ecrane protectoare capabile sa
opreasca radiatiile ionizante sau sd diminueze semnificativ capacitatea de penetrare a acestora.
Exemple includ ecranarea sau carcasarea surselor generatoare de radiatii, utilizarea perdelelor
si paravanelor mobile radioprotectoare, a peretilor intariti cu folii de plumb, a geamurilor cu
saruri de plumb, precum si a mijloacelor individuale de protectie Impotriva radiatiei precum
sorturi sau veste din cauciuc plumbat, ochelari radioprotectori, manusi din cauciuc plumbat,
gulere speciale din cauciuc plumbat pentru protectia glandei tiroide sau a gonadelor etc.

FARA MANUSI 1 star 2star 3star

Figura 1. Radiografie miinii fird manusi radioprotectoare si cu ménusi radioprotectoare cu diferite
grade de atenuare a radiatiilor in functie de calitatea manusilor, [1]

4. Masurile de organizare includ o serie de mijloace de securitate in diverse domenii
precum producerea si utilizarea substantelor radioactive, eliminarea deseurilor, planificarea si
constructia incaperilor si departamentelor ce produc sau utilizeaza radiatii ionizante, elaborarea
si implementarea normativelor regulatorii in domeniu, utilizarea semnelor de avertizare de
pericol de radiatii, instructajul personalului etc.

5. Protectia chimica se realizeaza prin administrarea inainte de iradiere a unor preparate
chimice radioprotectoare, care maresc rezistenta organismului la radiatii.

6. Protectia biologicd se realizeaza prin administrarea imediat dupa iradiere a unor
preparate si macromolecule biologice precum sange sau plasma, care au potential de refacere
celulard. Unii pacienti pot necesita si transplant de celule viabile de maduva rosie pentru
restaurarea functiei hematopoietice. [2-4]

BIBLIOGRAFIE:
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Philadelphia, PA, USA
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ANEVRISME CEREBRALE
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Rezumat: Un anevrism este o ,,umflatura” a unui vas de sdnge cauzata de o slabiciune a peretelui
vasului sangvin, de obicei acolo unde se ramifica. Pe mdsura ce sangele trece prin vasul de sange
slabit, tensiunea arteriald face ca o zond mica sa se umfle spre exterior ca un balon.

Cuvinte cheie: anevrisme, CT, angio-CT

INTRODUCERE

Anevrismele se pot dezvolta in orice vas de sange din organism, dar cele mai frecvente
doua locuri sunt: artera care transportd sangele departe de inima catre restul corpului (aorta
abdominald) si creierul. Termenul medical pentru un anevrism care se dezvoltd in interiorul
creierului este anevrism intracranian sau cerebral. Anevrismele cerebrale reprezinta dilatatii
anormale ale vaselor de sange intracraniene, fiind o afectiune cu potential grav, ce poate duce
la sangerare si consecinte neurologice severe.

NOTIUNI TEORETICE

Anevrismele cerebrale apar de-obicei in locatii predilecte, cum ar fi bifurcatiile arterelor
cerebrale sau pe arterele comunicante anterioare si posterioare. Ele sunt in principal saculare,
fiind constituite dintr-o zona de subtiere a peretelui vascular si o dilatatie saculara care poate
contine sau nu un cheag de sange, numit si tromb.

f % Anevrism cerebral
Arahnoid -

s}

Hemoragie
subarahnoidiana

Craniu

Ruptura de
anevrism

Figura 1. Anevrism cerebral, [1]

Anevrismele cerebrale pot varia in dimensiune si forma, de la cele mai mici protuzii
asimptomatice pand la dilatatii mari si complexe. Formele comune includ sacciforme (berry),
fusiforme si laterale. Ele prezinta un risc de sangerare, iar dimensiunea si forma anevrismului
sunt factori importanti in determinarea acestui risc.

REZULTATE SI DISCUTII

Motivul exact al dezvoltarii anevrismelor este incd incert, insd au fost identificati cativa
factori care ajuta la dezvoltarea lor, cum ar fi hipertensiunea arteriald, fumatul, varsta, istoricul
familial si prezenta anumitor boli genetice (de exemplu sindromul Marfan, care este o tulburare
a tesutului conjunctiv, cu afectarea sistemului scheletal, cardiovascular, ocular si tegumentar).
In unele cazuri, anevrismele pot aparea din cauza unor defecte congenitale din nastere de slabire
si subtiere a vaselor de sange.
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Vas de sange Anevrism Anevrism
sanatos sacular fusiform

Figura 2. Tipuri de anevrisme, [1]

In imagistica medicala, angiografia cu raze X este considerati metoda de diagnostic de
referinta pentru anevrismele cerebrale.

Tomografia computerizatd si rezonanta magneticd pot fi utilizate pentru detectarea
anevrismelor si evaluare leziunilor secundare, cum ar fi sdngerarea subarahnoidiand. Examenul
CT cerebral este prima investigatie care se face si care aratd severitatea hemoragiei
subarahnoidiene.

Figura 3. CT cerebral ilustrand hemoragia subarahnoidiana post anevrismala, [2]

Se efectueaza, apoi, o angiografie cerebrala care pune un diagnostic de precizie al
anevrismului si al localizarii sale. Se mai folosesc n scop diagnostic angiografia prin rezonanta
magnetica nucleara sau angio-CT.

Angiografia prin rezonantda magneticda (MRA) si angiografia prin tomografie
computerizatd (CTA) sunt metode non-invazive de imagisticd medicala care pot fi utilizate
pentru a evalua anevrismele cerebrale. Aceste tehnici pot furniza informatii despre structura si
fluxul sanguin in vasele cerebrale.

Cand vine vorba de simptomatologie, majoritatea anevrismelor cerebrale provoaca
simptome vizibile doar daca se sparg. Acest lucru duce la hemoragie subarahnoidiand, in care
sangerarea cauzata de anevrismul rupt poate provoca leziuni cerebrale si simptome extinse.

Simptomele rupturii unui anevrism cerebral pot fi: durere de cap subitd si infernal de
dureroasa — a fost descrisa ca o ,,durere de cap in lovituri de tunet”, similara cu o lovitura brusca
in cap, rezultand intr-o durere orbitoare, diferita de oricare altd experientd precedenta, rigiditate
a gatului, greatd si varsaturi, fotosensibilitate (durere la privirea la lumind). Evident, ruptura
unui anevrism cerebral este o urgentd medicala ce necesita intervenire prompta.

In cazul depistirii unui anevrism cerebral inainte de a se rupe, tratamentul poate fi
recomandat pentru a preveni ruperea acestuia in viitor. Majoritatea anevrismelor nu se rup, asa
ca tratamentul este urmat doar in cazul in care exista o probabilitate destul de mare de a se rupe
in viitor. Pentru anevrismele mici si asimptomatice, monitorizarea atentd poate fi optiunea
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preferatd. Pacientului 1i sunt recomandate vizitele regulate la medic si adresate sfaturi pentru
preventia ruperii acestuia, cum ar fi renuntatul la fumat.

Figura 4. Angiografie cerebrala- 4 vase la un pacient cu anevrism de ACM bilaterala, [2]

Daca este recomandat tratamentul, acesta poate sa fie de doua tipuri: tratament
endovascular si tratament chirurgical.

Procedurile endovasculare, cum ar fi embolizarea cu spirale sau stenturi intracraniene,
pot fi utilizate pentru a bloca fluxul de sange catre anevrism. Aceste tehnici minim invazive pot
reduce riscul de sangerare si pot fi utilizate atat cu scop preventiv, cat si in tratamentul
anevrismelor rupte.

Tratamentul chirurgical implicd de-obicei fie umplerea anevrismului cu niste materiale
metalice minuscule (coiling), fie o interventie chirurgicald deschisa pentru sigilarea acestuia cu
un mic clips metalic (surgical clipping) aplicat la gatul anevrismului pentru a opri sdngerarea.
Acest tratament poate fi indicat in cazurile de anevrism rupt sau in anevrisme de dimensiuni
mari sau complexe, [3-9].

CONCLUZII

Este greu de estimat cu exactitate cati oameni sunt afectati de anevrismele cerebrale
pentru cd de-obicei trec nedepistate si sunt asimptomatice. Unii experti sustin cd numarul ar
putea ajunge si la 1 din 20 de oameni, in timp ce altii considera ca numarul cazurilor este mult
mai scazut, in jur de 1 din 100 de oameni.

Numarul anevrismelor care se rup este si mai mic. Doar 1 din 15.000 de oameni sunt
depistati anual in Anglia. Anevrismele cerebrale pot aparea la orice varsta, dar s-a constatat o
pondere mai mare Intre persoanele de peste +40 de ani, cu precadere femei.

Anevrismele cerebrale reprezinta o afectiune cerebrovasculard complexa, cu potential
grav de sangerare si complicatii neurologice.

Diagnosticul precoce si managementul adecvat sunt esentiale in prevenirea sangerarii si
in evitarea consecintelor nefavorabile. In functie de dimensiunea, forma si starea anevrismului,
optiunile de tratament pot include monitorizarea conservatoare, proceduri endovasculare sau
interventii chirurgicale. Colaborarea multidisciplinara intre neurologi, neurochirurgi si
radiologi este esentiala pentru o abordare individualizatd si optimd a pacientilor cu anevrisme
cerebrale
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Rezumat. Lucrarea are ca scop realizarea unei aplicatii a teoriei si principiilor fizicii folosind mijloace
de laborator. S-a investigat difractia luminii pe o retea de difractie pentru a determina lungimea de unda
a radiatiei laser. S-au folosit filtre de impuritati pentru a constitui retele de difractie. S-au obtinut
rezultatele pentru constanta retelei de difractie pentru doud lungimi de unda diferite. Cele doua seturi de
rezultate sunt foarte apropiate, diferentele se incadreaza in erorile de masurare din conditiile de laborator.
Cuvinte cheie: difractia luminii, retea de difractie, radiatia laser

INTRODUCERE

Laserii se bazeaza pe cateva fenomene fizice fundamentale, care permit generarea si
amplificarea radiatiei coerente. Principalele proprietati caracteristice radiatiei laser sunt:
monocromaticitatea, directionalitatea, coerenta si intensitatea.

Aparenta schimbare a directiei de propagare a luminii sau imprastiere a acesteia poarta
numele de difractie . Lumina patrunde in spatele obstacolelor si a fantelor, deci se abate de la
propagarea rectilinie. Frontul de unda se deformeaza si lumina se propaga si in zonele de umbra
geometric, fiecare punct al frontului de unda poate fi considerat ca sursa secundara de unde
sferice coerente. Noul front de unda reprezinta infasuratoarea fronturilor de unda secundare.

Reteaua de difractie este un dispozitiv alcatuit dintr-un numar foarte mare de fante
paralele, egal distantate, care permit difractia multipla si care ,,desface” fascicolul incident in
componentele sale, producand un spectru.

MATERIALE SI METODE
Aparatura prezentatd se afld in dotarea Laboratorului de Electricitate si magnetism al
Departamentului de Fizica, Facultatea de Informatica si Stiinte, Universitatea din Oradea.
Aparatura de lucru consta in:
- Un laser cu fascicul de lumina verde cu lungimea de unda de A = 532 nm
- Un laser de masurare a distantelor, cu lumina rosie cu lungimea de unda de A = 670
nm
- Un stativ pentru fixarea dispozitivului laser si doua filtre de impuritati, cu diametre de
ordinul sutelor de micrometri
- Origla de masurare a distantelor, fixata pe o coala de hartie pe care se va forma figura
de difractie la o distanta de 5-6 metri de lasere
Procedura de lucru a constat in urmatoarele etape:
1. S-a fixat pe cate un suport cilindric de carton (de diametru cu ceva mai mare decat cel
al dispozitivului laser) cate o bucata din filtrele de cele doua tipuri
2. S-a masurat distanta de la laserul fixat In suport pana la coala de hartie cu ajutorul
dispozitivului laser de masurare a distantelor
3. S-a fixat suportul de carton cu filtrul de culoare galbena si s-a format figura de difractie
pentru laserul cu fascicul de lumina verde cu lungimea de unda de A = 532 nm
4. S-a masurat distanta dintre maximul central si primul maxim secundar, aceasta
constituind interfranja pentru reteaua 1 si A = 532 nm (figura 1)
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Figura 1. Masurarea interfranjei pentru reteaua 1 si A = 532 nm

5. S-a format figura de difractie pentru laserul cu fascicul de lumina rosie cu lungimea de
unda de A = 670 nm

6. S-a masurat distanta dintre maximul central si primul maxim secundar, aceasta
constituind interfranja pentru reteaua 1 si A = 670 nm (figura 2)

B ]
Figura 2. Masurarea interfranjei pentru reteaua 1 si A = 670 nm

7. S-a fixat suportul de carton cu filtrul de culoare albastra si s-a format figura de difractie
pentru laserul cu fascicul de lumina verde cu lungimea de unda de A = 532 nm

8. S-a masurat distanta dintre maximul central si primul maxim secundar, aceasta
constituind interfranja pentru reteaua 2 si A = 532 nm (figura 3)

Figura 3. Masurarea interfranjei pentru reteaua 2 si A = 532 nm

9. S-a format figura de difractie pentru laserul cu fascicul de lumina rosie cu lungimea de
undd de A = 670 nm

10. S-a masurat distanta dintre maximul central si primul maxim secundar, aceasta
constituind interfranja pentru reteaua 2 si A = 670 nm (figura 4)
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Figura 4. Masurarea interfranjei pentru reteaua 2 si A = 670 nm

REZULTATE SI DISCUTII

Calculul constantei retelei pentru ambele retele de difractie s-a efectuat in modul
prezentat mai jos.

Minimele de intensitate din figura de difractie pot fi determinate cu ajutorul relatiei:

A
d(sini+sina)=(2k +1)E’ k=0+1+2,.
Maximele de intensitate din figura de difractie pot fi determinate cu ajutorul relatiei:
d(sini+sina) = 2k’21 =k, k=0%1%2,..

unde: d: constanta retelei, adica distanta dintre doua trasaturi succesive ale retelei, i: unghiul
de incidentd, « : unghiul de difractie, 4 : lungimea de unda a radiatiei folosite
In cazul nostru, incidenta e normala (i=0)
dsina = kA
Pentru distanta de la maximul central la primul maxim secundar k=1 si:
i

sina = D

si rezultd formula de calcul a constantei d a retelei:

AD

d = T

Rezultatele obtinute s-au trecut in tabelul 1
Tabelul 1 Rezultate experimentale
Reteaua D A i d
(m) (nm) (cm) (um)

1 532 0.9 330.19
670 12 311.88
5 5,586 532 14 212.26
670 18 207.92

Pentru laserul cu o intensitate mai mare (cel cu A = 532 nm) dar si cu un spot mai mare,
figura de difractie are maxime mai bine diferentiate unele de altele, iar pentru laserul cu o
intensitate mai mica (cel cu A = 670 nm), figura de difractie are maxime mai putin intense dar
de o dimensiune mai mica a spotului maximelor

S-au obtinut rezultatele pentru constanta retelei de difractie pentru doud lungimi de unda
diferite.

Cele doua seturi de rezultate sunt foarte apropiate, diferentele se incadreaza in erorile de
masurare din conditiile unui laborator didactic.
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CONCLUZII

Radiatia laser are doua caracteristici importante care o face potrivita pentru determinarea
constantei unei retele de difractie: este coerentd si este monocromaticd. De asemenea,
intensitatea mare si directionalitatea fascicolului laser sunt argumente in plus pentru a sustine
acest demers experimental.

Pentru laserul cu o intensitate mai mare (cel cu A = 532 nm) dar si cu un spot mai mare,
figura de difractie are maxime mai bine diferentiate unele de altele, iar pentru laserul cu o
intensitate mai mica (cel cu A = 670 nm), figura de difractie are maxime mai putin intense dar
de o dimensiune mai micd a spotului maximelor
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Universitatea din Oradea, Facultatea de Informatica si Stiinte - student Fizicd Medicala

Rezumat. Aceasta lucrare are ca scop evidentierea diferentelor si asemandrilor existente intre doud
acceleratoare liniare clinice, Siemens si Elekta. Proprietatile celor doua fascicule de radiatie sunt
ilustrate prin compararea lor din punctul de vedere al dozimetriei absolute respectiv al dozimetriei
relative. Acceleratoarele liniare clinice au acelasi scop, si anume acela de a trata pacientul. In
functie de tehnologia de la baza acestor aparate, prezinta si anumite diferente, insd acestea nu
reprezintd un obstacol in performanta sau acuratetea lor.

Cuvinte-cheie: acceleratoarele Elekta si Siemens, dozimetrie, debitul dozei

INTRODUCERE. PREZENTAREA ACCELERATOARELOR ELEKTA SI
SIEMENS

In cazul acceleratorului Siemens care este un accelerator compact ceea ce ii permite si
aiba o Indoire mult mai larga a magnetului pana la 270° (acromatic) comparativ cu acceleratorul
Elekta are in compozitia sa un brat lung, avand o indoire mult mai scurtd a magnetului de pana
la 112.5° (slalom).

Filtrele de netezire (pentru fotoni) si foliile de Tmprastiere (pentru electroni) sunt montate
pe un ansamblu rotativ numit carusel pentru a usura pozitionarea mecanicd a fasciculului. O
alta diferentd esentiald care exista intre cele doud acceleratoare este modalitatea de parcurgere
a caruselului, care 1n cazul acceleratorului liniar clinic Siemens este perfect liniar, iar in cazul
acceleratorului Elekta este circular, fiind parcurs intreg circuitul pana la destinatia tinta.
Lamelele de colimare sunt diferite intre ele in cazul acceleratoarelor Siemens s1 Elekta, ca si
asemanare se poate observa gruparea foarte stransa a acestora in ambele cazuri dar si diferenta
formei geometrice pe care o au, astfel incit proeminentele acestora minimizeaza scurgerea
radiatiilor printre lamele.

Acceleratoarele Siemens si Elekta diferd semnificativ din punctul de vedere al grosimii
MLC-urilor cat si al pozitiei pe care o ocupad in capul de tratament. Aplicatorul este constituit
din multiple diafragme care diferd ca numar iar distanta pana la sursa este de asemenea diferita
intre acceleratorul Siemens si Elekta. Este important de mentionat ca unele diafragme sunt taiate
pe linia de divergenta, astfel campul luminos nu loveste fiecare diafragma prezenta [1].

Tabelul 1. Compararea componentelor si a sistemelor celor doua acceleratoare

ELEKTA SIEMENS
160 MLC 160 MLC
Nr. lamele - ...
Smm latime Smm latime
Energi Fotoni 6 MV 15 MV / Electroni 6 MeV 8 Fotoni 6 MV 15MV / Electroni 6 MeV
9 MeV 9MeV 12MeV 15 MeV 8 MeV 9 MeV 12 MeV 15 MeV
Deschiderea
maximi a 40x40 cm? 40x40 cm?
campului
S.|s-tem Ag'“t,y Sistem standard
Transmisie lamelara <0.5% .. <
MLC . e . Transmisie lamelara <0.75%
Viteza maxima a lamelei: 3.5 cm/s . o .
. Viteza maxima a lamelei: 4 cm/s
(6.5 cm/s cu leaf guide)
.| Miscarile sunt coordonate direct din sistemul - . ..
Operarea masei ST < . Mutarea manuala cu ajutorul telecomenzii,
Mosaiq iar masa se mutd automat cu ajutorul .
de tratament . < . miscare pe coordonate standard
consolei de comanda sau a telecomenzii >

In concluzie acceleratoarele Siemens si Elekta au unele asemdnari precum numarul
lamelelor, energiile cu care efectueaza planurile de tratament, deschiderea maxima a campului
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de 40x40 cm?, dar si diferente in sistemul de actionare a MLC-urilor, avind o transmisie
lamelara si viteza diferita cat si diferenta usurintei operarii masei de tratament (tabelul 1). Insa
este important de precizat faptul ca acceleratorul Siemens este semnificativ mai vechi
comparativ cu cel Elekta, avand astfel un dezavantaj din punct de vedere al tehnologiei pe care
il detine. Spre deosebire de prezenta acestei diferente, ambele acceleratoarele performeaza
eficient fiind utilizate in acelasi institut pentru tratarea pacientilor.

COMPARATIE INTRE PROPRIETATILE FASCICULELOR DE RADIATIE
PRODUSE DE SIEMENS SI ELEKTA

Dozimetria absolutd constd in masurarea directd a unei cantitati de radiatie Tn conditii
standard cu ajutorul unui instrument metrologic de o calitate foarte Tnaltd al acuratetei, care
permite determinarea valorii cAmpului de radiatie examinat.[2]

Cantitatile principale masurate de doza absoluta sunt expunerea (X), KERMA (K) aerului
si doza absorbita de aer si de apa. Toate aceste masuratori sunt facute ludnd in considerare
procesele de interactiune dintre fasciculul de radiatie si detector pe parcursul procedurii de
masurare, eliminandu-se astfel chiar si cea mai mica incertitudine asupra dozei livrate.[2]

In mediile clinice in care este prezenta radioterapia, se efectueaza diferite masuritori in
conditii de non-referinta unde utilizarea coeficientului de calibrare (y) nu este necesara. Aceste
masurdtori se numesc relative, si sunt reprezentate de: dozimetria altor cdmpuri de radiatie
(valorile masurate sunt comparate cu campul de referinta, factori de output), factorul pentru
filtrul wedge (raportul dintre citirile efectuate cu si fara filtru pe aceeasi geometrie), masuratori
ale dozei de adancime (normalizate la valorile obtinute la punctul de dozd maxima pentru
acelasi camp de radiatie specific si tipul de fascicul).[2]

In aceste cazuri, existd o varietate de detectoare care pot fi utilizate fira a compromite
faptul ca valorile lor sunt legate de valoarea reala a cantitatii. De exemplu: diode, TLD-uri,
micro-camere, matrice de detectoare, alanina, film fotografic, MOSFET (tranzistor metal-oxid-
siliciu cu efect de camp) printre altele, fiecare dintre aceste detectoare avand caracteristici
diferite, ca de exemplu: sensibilitate, repetabilitate pe termen scurt, stabilitate pe termen lung,
angularitate, debitul de doza si dependenta de energie, dimensiunea detectorului, scurgerile de
radiatie, estomparea semnalului care trebuie de asemenea luata in considerare.[3]

In urmitoarele tabele sunt expuse Buletinele de verificare ale dozimetriei pentru
acceleratoarele liniare ELEKTA (tabelul 2) si SIEMENS ARTISTE (tabelul 3), raportul fiind
focalizat pe dozimetria absoluta a acestor acceleratoare.

Acest raport este realizat ludnd in calcul mai multi factori precum: Denumirea operatiilor,
Conditiile de lucru, Valoarea impusd, Valoarea masurata si Valoarea calculata, scopul acestuia
fiind verificarea completd a functionarii corespunzdtoare a acceleratorului liniar in cauza.

Denumirea operatiilor consta in precizarea operatiilor (Debitul dozei, Energia fotonilor si
a electronilor, Planeitatea, Simetria, Dimensiunea campurilor X si Y, Penumbra, MLC-uri etc)
care sunt calculate, fiind precizatd si energia folositd (6 MV, 15MV, 6MeV, 8MeV, 9MeV,
12MeV, 15MeV) dar si valoarea factorului de corectie al calitatii fasciculului (Kq).

Este esentiala prezentarea conditiilor de lucru in care s-a efectuat calculul valorilor
obtinute, precizand numarul unitatilor de monitor (MU), acestea reprezentand:

Factorul de corectie a calitatii fasciculului (K, ), are rolul de a corecta diferenta pentru
rezultatul oferit de camera de ionizare din comparatia calitatii fasciculului de referintd si cea
clinicd, fiind o parte integrantd a dozimetriei radioterapiei. Incertitudinea pentru K, este una
dintre cele mai semnificative surse de incertitudine in determinarea dozei.[3]

In aceste doua rapoarte de verificare camera monitorului citeste 100 MU pentru fiecare
masuratoare, insemnand ca doza absorbita de 1 Gy este livrata intr-un punct la adancimea dozei
maxime Intr-un fantom de apa a carui suprafata se afla in izocentrul acceleratorului (SSD=100
cm) cu o dimensiune a cdmpului la suprafatd de 10x10 cm.
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Valoarea impusa reprezintd un numadr aproximativ in care numarul valorii calculate sa fie
incadrat pentru a respecta normele impuse pentru functionarea corectd a acceleratorului si a
asigura siguranta personalului cat si al pacientilor prezenti in mediul clinic.

Valoarea masurata este compusa din 4 masuratori diferite (M1, M2, M3, M4) pentru a
asigura o acuratete cat mai mare dar si pentru a reduce riscul unei posibile erori ce poate avea
loc in cazul unei defectiuni al aparaturii folosite.

Valoarea calculatad (D) reprezintd produsul dintre valoarea masuratd (M) si factorul de
corectie al calitatii fasciculului (Kj), acesta fiind rezultatul final al masuratorilor. In cazul in
care aceastd valoare nu se afla in parametrii indicati de catre valoarea impusa, se denota
existenta unei probleme a acceleratorului fiind necesara reluarea masuratorilor pana la obtinerea
unei valori satisfacatoare conditiei impuse.

Exemplu:
In aceste exemple au fost incluse masuratori ale dozei provenite de la un fascicul fotonic de

energie 6 MV 1n cazul ambelor acceleratoare.
Acceleratorul Siemens Artiste
(1) K;=0.99 Valoare impusa D=1.000+/-2%

M1=1.004 ; M2=1.004 ; M3=1.005 ; M4=1.004
M1+M2+M3+M4 4.017
M=M1+M2+M3+M4= =

4
D= M*K, = 1.004*0.99 = 0.994
0.980<0.994<1.020 => rezultatul valorii obtinute satisface conditia datd de valoarea impusa
Acceleratorul Elekta
(2) K;=0.99 Valoare impusa D=1000+/-2%
M1=1.002 ; M2=1.002 ; M3=1.002 ; M4=1.002
M=M1+M2+M3+M4= M2 2098 _ 1 002
D=M*K, = 1.004*0.99 = 0.991
0.980<0.991<1.020 => rezultatul valorii obtinute satisface conditia datd de valoarea impusa.

=1.004

Tabelul 2. Dozimetria absolutd pentru acceleratorul Siemens Artiste

Nr. DENUMIREA CONDITII DE VALOARE VALOARE VALOARE
OPERATIILOR LUCRU IMPUSA MASURATA CALCULATA
(b=M*Kq)
DOZIMETRIE ABSOLUTA
DEBITUL DOZEI 100 MU M1=1,004
6 MV 10x10
1 K,=0.99 SSD=98.5cm D=1.000+/-2% M2=1,004 D=0,994
1.5¢cm M3=1,005
M4=1,004
DEBITUL DOZEI 100MU M1=1,026
15MV 10x10 M2=1,025
2 K,=0.972 SSD=97cm D=1.000+/-2% M3=1,025 D=0,997
3cm M4=1,025
DEBITUL DOZEI 100MU M1=1,069
6 MeV Aplicator 15 M2=1,070
3 K,=0.942 SSD=100 cm D=1.000+/-3% M3=1,070 D=1,008
1.27 cm M4=1,070
DEBITUL DOZEI 100 MU M1=1,074
8 MeV Aplicator 15 M2=1,073
4 K,=0.931 SSD=100 cm D=1.000+/-3% M3=1,074 D=1,001
1.73 cm M4=1,076
DEBITUL DOZEI 100MU M1=1,075
9 MeV Aplicator 15 M2=1,077
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5 K,=0.927 SSD=100 cm D=1000+/-3% M3=1,074 D=0,997
1.94 cm M4=1,075
DEBITUL DOZEI 100 MU M1=1,093
12 MeV Aplicator 15 M2=1,093

6 K,=0.916 SSD=100 cm D=1.000+/-3% M3=1,092 D=1,001
2.67 cm M4=1,091
DEBITUL DOZEI 100 MU M1=1,103
15 MeV Aplicator 15 M2=1,103

7 K,=0.906 SSD=100 cm D=1.000+/-3% M3=1,106 D=1,000
3.45cm M4=1,104

In privinta dozimetriei relative a acceleratorului Siemens, toate testele au fost realizate cu
succes si incadrate in corespondentd cu normele impuse cu exceptia testdrii energiei de
electroni, unde a avut loc o contaminare cu raze X cu aplicatorul 15 la un SSD de 100 c¢m, in
cazul energiei electronice de 15 MeV norma impusa de maximum 3.0% fiind depasita cu 0,39%.

Desi conditia impusa a fost depasitd cu o valoare foarte micd fiind chiar marginala,
siguranta personalului cat si a pacientului este esentiala fiind nevoie de o verificare si recalibrare
continud pana la Incadrarea valorii In conditia de sigurantd si protectie impusd. Astfel de
probleme pot interveni oricand, iar in cazul acestui accelerator mici probleme sunt de asteptat
din cauza vechimii pe care o are, de aceea este vitala verificarea constanta a functionarii corecte
a acceleratoarelor.

Tabelul 3. Dozimetria absolutd a acceleratorului Elekta

Nr. DENUMIREA CONDITII DE VALOARE VALOARE VALOARE
OPERATIILOR LUCRU IMPUSA MASURATA CALCULATA
(D=M*Kaq)
DOZIMETRIE ABSOLUTA
DEBITUL DOZEI 100 MU M1=1,002
6 MV 10x10
1 K,=0.99 SSD=90 cm D=1.000+/-2% M2=1,002 D=0,991
10cm M3=1,002
M4=1,002
DEBITUL DOZEI 100MU M1=1,024
15MV 10x10 M2=1,024
2 K,=0.972 SSD=90 cm D=1.000+/-2% M3=1,024 D=0,995
10cm M4=1,024
DEBITUL DOZEI 100MU M1=1,070
3 6 MeV Aplicator 10 M2=1,070
K,=0.942 SSD=100 cm D=1.000+/-3% M3=1,070 D=1,007
1.40 cm M4=1,070
DEBITUL DOZEI 100 MU M1=1,070
8 MeV Aplicator 10 M2=1,070
4 K,=0.931 SSD=100 cm D=1.000+/-3% M3=1,070 D=0,996
1.80 cm M4=1,070
DEBITUL DOZEI 100MU M1=1,079
9 MeV Aplicator 10 M2=1,078
5 K,=0.927 SSD=100 cm D=1000+/-3% M3=1,078 D=0,999
2.00 cm M4=1,078
DEBITUL DOZEI 100 MU M1=1,091
12 MeV Aplicator 10 M2=1,091
6 K,=0.916 SSD=100 cm D=1.000+/-3% M3=1,091 D=0,999
2.50 cm M4=1,091
DEBITUL DOZEI 100 MU M1=1,102
15 MeV Aplicator 10 M2=1,103
7 K,=0.906 SSD=100 cm D=1.000+/-3% M3=1,102 D=0,998
2.70 cm M4=1,102
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Toate valorile masurate in cadrul dozimetriei absolute (tabelul 3) se incadreazd in
cerintele expuse pentru asigurarea functionarii corecte a acceleratorului liniar Elekta, fiecare
testare avand loc cu succes pentru energiile fotonice si electronice folosite in aplicarea
planurilor de tratament.

In cazul dozimetriei relative rezultatele testelor realizate s-au incadrat in valorile impuse
normei de functionare corectd a acceleratorului, rezultatele intre cele doua acceleratoare fiind
asemanatoare. Desi in cazul acestor testari nu a avut loc o contaminare comparativ cu
acceleratorul Siemens, este important de mentionat faptul cd acceleratorul Elekta este
semnificativ mai nou si performant fiind astfel mai putin susceptibil la aparitia unor astfel de
probleme si erori.
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Rezumat: In aceasta lucrare se prezinta principalele aspect legate de functii, limite si continuitate,
pe de-o parte , precum si aplicatiile acestora in studiul interdependentei fenomenelor din natura.
Totodata, materialul cuprinde si studiul derivabilitatii functiilor.

Cuvinte cheie: limita, derivata

Definitia 1.Fie f o functie definite pe X € R ,cu valori in R, f: X = R, =z, un punct de
acumulare al multimii X. Se spune ca un numar y, € R este limita functiei f in punctul x,
daca pentru orice vecinatate U a lui y, exista o vecinatate V a lui x, astfel incat, oricare ar fi
X # x4 din V n X, saavem f (x) € U si se scrie }H:'Il]f (x) =y,

Se citeste “ limita lui f (x) cand x tinde catre %, este egale cu y,”

Observatii
1) Punctul x, nu este necesar sa apartina multimii de definitie X.Trebuie sa fie insa punct

de acumulare al multimii de definitie. Daca x, este un punct exterior sau punct izolat
al multimii X, problema existentei limitei functiei in punctul x, nu are sens, deoarece,
inacestcaz, Vn X—-{x,}=0.

2) Atat numarul x, cat si numarul y, pot fi finite sau infinite, vecinatatile V' si U fiind

definite corespunzator.
3) Numarul y, nu este totdeauna valoarea functiei in punctul x,, f( x;). Din definitie

rezulta ca =, poate sa nu apartina domeniului de definitie. In procesul de trecere
la limita ne intereseaza comportarea functiei in jurul lui x, si nu in punctul
X, Prin urmare, trebuie sa existe X # x, oricat de vecine de x,, de unde urmeaza
ca x, trebuie sa fie punct de acumulare al multimii de definitie.
Exemplu
Sa se calculeze xh-T flx)pentruf(x)=+v1— x2,0=x=1si
o

xDZ% , Xy =1,x%,=2
] 1 /3
a) imf(x)= [1-7 =3,
.r—*i N =
b) lim f(x)=0;
x<l
C) Liﬂl f(x) nu are sens, deoarece functia nu este definite pe x >1 ;
x<l

d) lim f(x)
Nu are sens, deoarece in vecinatatea lui 2 functia nu este definita.
Definitia2. Fie f : X =R si x; un punct de acumulare a lui X. Se spune ca f (x) are
limita v, in  punctul x,,.
Daca pentru orice £ > 0 exista un numar (£ ) > 0 astfel incat sa avem
[f(X) - vy | < £ pentru orice | X -x, | <n( ), XEX.
Numerele =, si y,sunt considerate finite.
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Observatii
1) Definitia 2 , numita si definitia cu ajutorul lui =, este de fapt echivalenta cu definitia

cu ajutorul vecinatatilor, daca =, si y, sunt finite, deoarece vecinatatile U si V sunt
inlocuite cu vecinatatile simetrice [f(X) - v, | < &SI | X - x, | <n( £ ),respectiv.
2) Numarul n depinde de , din care cauza scriem #( = ),dupa cum si vecinatatea V

depinde de U.

3) O imagine geometrica a definitiei 2 este cea din figura de mai jos.
Daca luam pe axa Oy intervalul (y, — =, v, + =), e >0 fiind dat, putem gasi un
interval pe axa OX (x; — 17, %, + ) saexistey=f(x)cuy € (y,—=,y, + ), adica
punctul M (x,y ) sa se gaseasca in dreptunghiul hasurat, de laturi 2 = si 2 7, cu central

in punctul
(%0, ¥o )-
Ay
/(0,,‘/0*{,‘ B 72 7
/}./. “’/; ’///I///"‘
v ( (0,%) v— —Wxa: Lﬁ
7
(17,5'0'5) It
U SRl o
r (X0-7,0) (%9,0) (Xo*70)
I
Vv
Exemplu
lim f :f,x[,;&o.

Pentru cazul cand unul sau amandoua numerele x, si y, nu sunt finite, avem urmatoarele
definitii :
1) Functia f (x) are limita + oo in punctul =, finit daca pentru orice numar A exista un
numar i ( A) > 0 astfel incat sa avem
F(x)>Adaca|X-x,|<n(A)si sescrieji_@nf (x) =+ oo.

Exemplu

lim - .
x—1 (x—1)°

2) Functia f (x) are limita - oo in punctul x, daca pentru orice numar A exista un numar
1(A)>0 astfel incat sa avem f (x) < A, daca | X - x, | <7 (A) sisescrie lim f (x) = -
.t'—".t'n

=+ oo. Punctul ( x, f (X)) se gaseste in domeniul hasurat

oo
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yT

(o,A)ij Z
/
/ |

0 r-no)(1,0) (1+%,0)
\—w._—/

4

Exemplu

lim In( 14 cosx )) se gaseste in domeniul hasurat din Figura de mai jos.

(g,A>

s

\

NN
M
<

\\

-

\\
\

\

3) Functiay =f (x) are limita + co cand X —+ co
Daca pentru orice numar A exista un numar B (A) astfel incat sa avem
f (x) > A dacax>B (A) sisescrie HT f(x)=+oo
Exemplu

lim 2* =+oo0,
x—++ oo

Punctul (x,2*),x>B (A), f(x)>A, se gaseste in domeniul hasurat din figura
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by
r 77
0
4 _ ;V/
| (A 7 =
(0,1
g(0,0) (8,0) —x
) v

4) Functia f (x) are limita - co cand X —+ co daca pentru orice numar A exista un numar
B (A) astfel incat sa avem f (x) < A daca x > B (A) si se scrie lirP fix)=-w

Exemplu
HT lni = - co.In acest exemplu, B (A) = e ™4,
Ay
4
(0,0) ) (1,0) hiB_. a) —_

(0,A)

_

5) Functia f(x) are limita + co cand x — - co daca pentru orice numar A exista un numar
B(A) astfel incat sa avem f (x) > A daca x < B(A)

sisescrie lim f(x)=+uoo

X—— oo
Exemplu
lima™* =+ o00 dacaa>1

X —*—o0
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6) Functia f (x) are limita - o cand X — - o©o daca pentru orice numar A exista un
numar B(A) astfel incat sa avem f (x) < A daca
X<B (A)sisescrie lim f(x)=-oo.

Exemplu
lim(x—1)e ™ =-co .Inregiunea hasurata f (x) <A, x<B (A).
L/ 4
v r 4
- -~ ~ Z>5
(B.0> = e e
7,07
a,-7>
(0, A
u

7) Functia f (x) are limita y, ( finita ) cand X —+ co daca pentru orice numar £ > 0 exista
un numar B (=) astfel incat sa avem

|f(X)-y,|<e dacax>B(g) sisescrie lim f(x) =y,
Exemplu

x—1

lim—=— = 0. In domeniul hasurat | f (X) < &, x> B (&) .

x—roo X

(0,6)

-6
0-1)

8)Functia f (x) are limita y, cand X — - oo daca pentru orice £ > 0 exista un numar B (=)
astfel incat sa avem

|f(X)-y,|<e dacax< B (z) sisescrie lim f(x)=y,

Exemplu
L L
limex = limex=1
X—F— oo x—+ oo
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Observatie

Sirurile numerice sunt functii cu domeniul de definitie multimea numerelor naturale N.
Definitiile 3, 4, 7 cuprind drept cazuri particulare limitele de siruri si anume 3 si 4 cand
sirurile sunt divergente si 7 cand sirurile sunt convergente.

Definitia 3 . Se spune ca functia f : X — R are limita w, ( finite sau infinita ) in punctul
x, (punct de acumulare al lui X ) daca pentru orice sir (x,, ) convergent catre x, (x,
EX, X, #X5 )
sirul valorilor (f(x,, )) este convergent catre ;.

Definitia data se numeste definitia limitei cu siruri.

Sa aratam ca definitia cu ajutorul sirurilor este echivalenta cu definitia I cu ajutorul

vecinatatilor.
Sa presupunem ca JI_I.LI f(x)=y,, deci pentru orice vecinatate U a lui y, exista o vecinatate

V alui %, astfel incat, dacax € V, f(x) € U ; sirul (oarecare ) (x, ) fiind convergent catre x,
si x, € X exista un numar N astfel incat pentrun >N, x, € V n X, deci f (x,) € U pentrun
>N, adica f (x,) = v,-

Reciproc, sa presupunem ca pentru toate sirurile x, = x, (x, € X , x, # x, ) Sirurile
corespunzatoare ale valorilor f (x,, ) au limita comuna y, si sa presupunem prin absurd y, nu
este limita functiei in punctul =, ; aceasta inseamna ca exista o vecinatate U,

a lui y, cu proprietatea ca , oricare ar fi vecinatatea V a lui x,, existaun punct £ #x, ,{ €V

n X, astfel incat f (¢ ) &€ U, . Sa luam un sir de vecinatati (V) de forma v, = (x; - i , Xg +
=), n €N, x, finit.

In vecinatatea v exista £, € V,, n X astfel incat f (£, ) & U,.

Insa sirul &, , &, , ..., &, , ... este convergent catre x, , deoarece | &, - x, | <% :

Conform ipotezei f (£, ) — v,, deci in vecinatatea lui U, se gasesc toti termenii
sirului f (£, ), cu exceptia unui numar finit,, ceea ce este in contradictie cu f (£, )
€ U, , pentru oricen> N .

Prin urmare , .1}1—2} fx)=v,.

Observatie
1) Daca xynu este finitseiaVv, = (n,+ o ),dacax, =+ ,sauVv, = (-oo,—n),

daca x, = - oo, si rationamentul se continua in acelasi mod ; neegalitatile | &, - x, | <=
n

se transforma in £, > nsau &, <- n, respective.
2) Daca cel putin pentru un sir x_, = x, (x, € X, x, = x, ) sirurile valorilor f (x,) nu au
limita, rezulta ca functia f (x) nu are limita in punctul x,.
3) Daca pentru doua siruri x', = x, , x'"', = x, (x”, =, € X %", %', #x,) limitele
sirurilor f (=, ) si f (x"', ) exista , insa sunt diferite, spunem ca functia f (x) nu are
limita in punctul x,.
Exemplu
.1 ... . 1
Functia sin~ nu are limita in punctul =, = 0 . Intr —adevar, pentru sirul ', =— ,n& N,
X nT

sirul valorilor f (x', ) = sin(2nm )este 0,0, 0, ..., 0,... deci are limita zero, in timp ce pentru

. 1 . - .
sirul x", = ——— ,n €N, sirul valorilor f (x", ) = sin(= + 2nm Jeste I, 1, 1, ..., 1,...
LN+ — &

deci are limita numarul 1.
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APLICATH ALE GEOMETRIEI SFERICE IN ASTRONOMIE
loana — Ana ARDELEAN (TiRTEA)

Scoala Gimnaziala ,,Puiu Sever” Ineu, jud. Bihor, profesor de matematica,
tioanaana@yahoo.com

Rezumat: Matematica este un limbaj universal, care explica in general, sub formd abstractd
starea de existenta a obiectelor §i evolutia fenomenelor cunoscute din Univers. Printre cele mai
importante structuri investigate de cdtre matematicd il constituie astronomia. Pentru calculele
astronomice este importanta cunoasterea formulele fundamentale ale trigonometriei sferice,
formulele lui Gauss. Aceste formule corespund intr-o anumita masurd relatiilor trigonometrice ce
determind triunghiurile plane cum sunt teorema sinusurilor sau teorema cosinusului. In aceasti
lucrare sunt prezentate aplicatii ale trigonometriei sferice in astronomie.

Cuvinte cheie: triunghi geodezic, coordonate

1. Laturile unui triunghi geodezic exprimate liniar si unghiular
Daca R este raza unui cerc si @ numarul de radiani al unui arc al acelui cerc, atunci
lungimea arcului este
1-R @ (1.1)
Pentru a gasi lungimea arcului de 1" sd notdim cu w numarul de radiani al unei
secunde.Valoarea lui w se obtine prin regula de trei simpla .
La 180x60x60 secunde corespunde m rad.

1 R wrad
de unde
T 1 1
m = = =
180 -60 - 60 684000 206 265
3,14159

Deoarece unghiul de 1" este foarte mic, valoarea lui in radiani () poate fi inlocuita
prin sinusul unghiului .

wXsinl" 22 1.2)
206265

Rezulta ca lungimea arcului de 1" este
R

06265 (13)

Daca lungimea unei laturi a triunghiului lui sferic o notdm cu a,, si masura aceleeasi
laturi in secunde prin a''  atunci

l,=Rw =

a, =a RwXa"
206265

Unitatile in care se obtine a,, sunt aceleasi ca si unitatile in care se mdsoara R.

Daci se cunoaste lungimea unei laturi, din (1.4) se deduce masurarea ei in secunde.
b _ Bm o 206265 ap
P (1.5)
Cand masuratorile se fac pe suprafata Pamantului (geodezice) si se ia ca lungime a
meridianului 40 000 km atunci lungimea arcului de o secundd se calculeaza Tmpartind

lungimea meridianului la numarul de secunde ale unui cerc.

(1.4)

40000000 10000
Rw = m = .
360 60 x 60 324 (1.6)
Lungimea laturii ,,a,, a unui triunghi sferic de pe suprafata Pamantului
este
10000
a, =a"- s 1.7)

si reciproc, masurarea ei in secunde
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, 324
= a?ﬂ
10000
Stiind ca mila marina corespunde arcului de un minut, din (1.7) rezulta
I mild marina =60" X ——==1851,85m= 1852m. [1]
2. Distanta dintre doua puncte de pe suprafata Pamantului cand se

cunosc coordonatele lor geografice

Fie T centrul Pamantului, pp' axa polilor si qq' - ecuatorul terestru. Consideram doua
puncte de pe suprafata terestra datd prin coordonatele lor  geografice

0,(Ly,@,),0,(L,,0,)(Fig.1.1).

. Fig.1.1
In triunghiul sferic p 0, O,, in care:
p=L,—L,,p0;, =90 — ¢, p0, =90 — ¢,
Aplicam formula lui Gauss pentru latura 0, 0, pe care dorim sd o determinam
cos(arc0,0,) = cos(90" — ¢, ) cos(90" — ¢, ) + sin(90" — ¢, )sin(90" — ¢, )cos(L, — L,)
Sau

cos(arc0,0,) = sing, sing, + cose,cose,cos(L, — L)
de unde
arco,0, = arccos|sing, sing, + cosg,cosg,cos(L, — L,)]

3. Aria triunghiului format de trei puncte situate pe suprafata Pamantului cand se
cunosc coordonatele lor geografice.

In cazul unui triunghi sferic de pe suprafata Pamantului (triunghiul geodezic)
determinat de trei puncte date prin coordonate geografice A(L,,¢,); B(L,.®,); C(L;,¢5), S€
considera ca meridianul ce trece prin punctul C este situat in intervalul fusului sferic ce
contine pe A si B (Fig.1.2).

In triunghiurile PAB, PBC, PCA se cunosc cate doud laturi si unghiul cuprins intre ele .
Spre exemplu, in triunghiul sferic PAB avem:
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Arc(PA)=90" — ¢,

Arc(PB)= 920" — @, (1.8)
APB=L,— L,
r
Fig.1.2
Aplicand formula lui Neper 1n acest triunghi obtinem:
o arclPBl—arc(PA) e -;n:—r_o=—9n=—r_c--_
PAB+PBA _ cos—— AP _ co . Ly,-L,
tg - - arcFEl+arcPa) " €9 —— = S0 — Py —90 —i5; ctg 2
2 costIt LB aTelFA) 2 co P10 —¢y 2
Deoarece in membrul drept toate marimile sunt cunoscute rezulta:
BAE +FEA
—, -~ ¥,cunoscut (1.9
In mod analog, din triunghiul PBC si PAC se obtin respectiv:
PEC+FPCA
— - (1.10)
pmﬁ:ﬁﬁ'ﬁ y (1.11)
Adunand membru cu membru egalitatile (1.10) si (1.11) si scazénd (1.9) avem:
(BEC—BBA ) 4+(PAC-DAR )+(PCA+DCE)
. =at+tf-vy
In figura 1.2 se observa ci
PAC — PAB=A,
PCB — PBA=B,
PCA + PCB=C,
Unde A, B, C sunt unghiurile triunghiului sferic ABC. [2]
Deci,
i;*’-_ =a+ f—vy
Sau
A+B+C=2(a + B — ¥),
de unde
A+B+C-180"=2(a + B — )-180",
care este tocmai valoarea excesului sferic
e=2(a+ f — y)-180", (1.12)

Avand in vedere excesul sferic £ si cunoscand raza Pdmantului
ﬂ .‘?R=
Sapr =R sau SAE'E_F'

ne da aria triunghiului geodezic ABC:
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TR*
s =—
45C 180
4 Aplicatii

£

1. Si se determine distanta dintre Iasi (27 35'20"'E,47 09'44"'N), si Pascani
(26°43'38"E,47 14'58"'N).
Solutie :

Notam: longitudinea =L

Latitudinea = ¢

L,=2735'20"=27,5888
@, =4709'44""=47,1622
L, =2643'38"=26,7271
@p = 47 14'58" = 47,2494
VVom aplica teorema cosinusului laturii triunghiului sferic:
cosa =cosc -cosb +sincsinbcosA

cos[arc[P[]) = cos(90" — @, ) cos(90" — ¢,) + sin(90" — @, ) sin(90" — ¢, ) cos(L; — L)
=sin

@p - sing, + cosgp -cosg, cos(L, — L) = 0,7343-0,7332 4+ 0,6788- 0,6799-0,9998 =
0,5383 + 04614 = 0,9997

m(arc(P1))=arccos(0,9997)=0,58989°
Raza Pamantului: R 6371 km
2nR

IP=_— - 0,58989=65,592775= 65,59 km

2. Sa se calculeze perimetrul si aria triunghiului Bermudelor.
Miami: 25°48'47"" N, 80°08'03"" V;
San Juan: 18727'00"" N, 66 04'00" \/;
Bermuda: 32°17'35"" N, 64 °46'55"" V
Miami: M,(L, =80708'03"=-80,134167
@, = 25 48'47""=25,813056)

San Juan: M, (L, =66 04'00" =-66,195374

@, = 18,231960°
Bermuda: M,(L, =64 46'55"=-64,781944

@, =32717'35"=32,293056")

cos(arc(M,M,))=

= cos(90" — ¢, ) cos(90" — @, ) + sin(90" — ¢, ) sin(90" — @, ) cos(L, — L,)
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=sin ¢, - sing, + cosg, - cose, cos(L, — L,) =0,966082
arc(M, M,)=14,965305"; M, M,=1664,074636 km

cos(arc(M,M;) )=
= cos(90" — ¢, ) cos(90" — @, ) + sin(90" — @, ) sin(90" — @, ) cos(L, — L;)
=sin ¢, - singy + cosg, - cosg, cos(L; — L) =0,966457
arc(M,M,)=14,881842"; M, M,=1654,793926 km

cos(arc(M,M,) )=
= cos(90" — ¢@,) cos(90" — @, ) + sin(90" — ¢, ) sin(90" — ¢, ) cos(L;— L,)

i Sl A T

ptgo m-;:ry"z

e ZJacksonville

—rando
'O

P ./',":-’-
G&'da 111]

o = b= -

-,

Gu E’-A =
Carmagley =

asz Tunss

= = = Limba

Santiago = D ASEE

de Cubs San Juso
o

AT

JAMAICA

=Sin ¢, - singy + cos, - cosg, cos(Ly — L,) =0,969794
arc(M,M,)=14,118400"; M,M,=1569,902608 km

L;—L, EGSEZ;_&

2 L%z er @3

Ly—L, cos El;_ﬁ

cos ﬁ%&

L,—L, msﬂlg_z

2 cosL T %2 ;—cp

£ =180" —2(a - B + y) =0,7860793

a = arctg | ctg = 89,3560263"

B =arctg | ctg = 83,2696532"

= 8§3,525873

¥y = arctg | ctg

TR*

£l

SM1M3 M, = ﬁ T E= 55591 kmz
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TRASEE METODOLOGICE UTILIZATE IN CONSTRUIREA
NOTIUNILOR MATEMATICE

Mirela Ramona BALA !, Emilia BALA 2

12 Liceul tehnologic ,,Felix*“ Sinmartin, jud. Bihor, profesor pentru invatimantul primar
! ramonabalal8@yahoo.com, 2 ema_bala@yahoo.com

Rezumat: Pornind de la creativitate gi modernitate in lumea educatiei, ne propunem sa evidentiem
metode moderne de predare-invatare-evaluare, prin activitdti flexibile si trasee metodologice in
construirea notiunilor matematice.

Cuvinte cheie: exercitii, probleme, jocuri, creativitate.

Un sistem de exercitii $i probleme pentru o unitate de invatare in scoala primara are o
dubla valoare:

o formeaza reprezentari si notiuni matematice;

o fixeaza, antreneaza si dezvoltd competente matematice specifice Sistemele de
exercitii si probleme sunt structurate pe doua pagini pentru fiecare unitate de
invatare (o ora de predare, o ord de consolidare).

Pentru timpul de predare, sistemul de exercitii si probleme este structurat astfel:

e un context problematic care serveste drept punct de plecare in descoperirea
noii achizitii cognitive

e exercitii si probleme pentru asigurarea retentiei si transferului.

Pentru timpul de consolidare sistemul de exercitii si probleme este structurat pe trei
niveluri, fiecare asigurand atingerea obiectivelor care vizeaza unul dintre domeniile cognitive:

- nivelul 1, fixare: domeniul cunoasterii si Intelegerii

- nivel 2, pregatire: domeniu de aplicare

- nivel 3, dezvoltare: domeniul integrarii

Astfel, invatatorul are posibilitatea de a lucra diferit cu elevi care demonstreaza
niveluri diferite de performantd. Sistemele de exercitii si problemele din manualele de
matematica din scoala primara nu trebuie abordate cu rigiditate. Acesta trebuie sa le adapteze
la nivelul si nevoile reale ale clasei specifice de elevi. Pentru aceasta, el trebuie sa valorifice
intregul bagaj metodologic acumulat, sd cunoasca profund ritmul de invatare si nivelul clasei,
sd foloseasca creativ literatura metodologico-matematicad si sd actioneze in conformitate cu
principiile specifice de structurare. Sistemul de exercitii si probleme care contin sarcini de
acelasi tip se numeste stereotip. Stereotiparea are efectul:

e pozitiv: asigurd formarea capacitatilor aplicative de durata;

e negativ: scade atentia si interesul; gandirea devine treptat mecanicd; creste
riscul de a face greseli.

Pentru a pastra efectul pozitiv si a anihila efectul negativ al stereotipului, se
recomanda utilizarea altor principii de structurare a sistemelor stereotipe. Conform
principiului repetitiei continue, sarcinile repetitive sunt incluse in sistemul stereotip. Scopul
acestor incluziuni consta in cresterea atentiei, activarea elevilor, anihiland astfel efectul
negativ al stereotipului. Totodata, se realizeazd repetarea continud a continuturilor Tnvatate
anterior. Astfel, sistemul primeste structura: T1, T2, T3, R1, T4, TS, R2, T6, T7..., unde prin
T se noteaza sarcinile stereotipe din noua tema, iar prin R - sarcinile de repetare. Cerintele
metodologice pentru un astfel de sistem sunt:

e gruparea sarcinilor stereotipe pe noua tema cate 2-3, ceea ce permite elevilor
mai slabi sd dobandeascad noua abilitate, iar elevilor mai buni sd nu-gi piarda
permanent atentia si interesul;
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e sarcinile de repetare se aleg aparent asemanatoare cu cele din noua tema,
pentru a stimula gandirea constienta a elevilor

Principiul confruntarii presupune alternarea de exercitii si probleme care tind sa fie
confundate de catre elevi sau care se afla intr-o stransd legdturd pe care dorim sa le
evidentiem. De exemplu, elevii confunda sensurile ,,mai jos/mai 1nalt” si ,,mai jos/mai inalt”.
De aceea se creeaza exercitii si probleme in care aceste fraze apar simultan, in confruntare, iar
elevii sunt pusi in situatia de a alege constient operatia de rezolvare.

Aceeasi situatie apare cu problemele:

e si gaseasca doud numere dupd suma si raportul lor si sd gaseasca doud numere
dupa suma si diferenta lor;
e a gasi o fractiune dintr-un intreg si a gasi intregul dupa o fractiune a acestuia.

Daca, de exemplu, ne intereseazd evidentierea legaturii dintre adunare si scadere,
aceste notiuni sunt introduse concomitent, in confruntare, descoperindu-le asemanarile,
deosebirile si relatiile in rezolvarea de exercitii si probleme.

Prin contraexemplu didactic se intelege orice exercitiu sau problema care, determinand
elevii sa greseascd, permite elucidarea si prevenirea neintelegerilor. Contraexemplele sunt
intocmite de catre profesor dupa observarea si analizarea greselilor facute de elevi la evaluare.
Aceasta activitate necesitd o iIndrumare atenta de catre Invatator, deci se realizeaza in clasa si
in niciun caz nu este recomandata pentru munca independenta.

Contraexemplul este vazut de copii ca pe un joc si le permite acestora sa fie educati.
De exemplu, formand capacitatea de a imparti numerele naturale cu restul (clasa a 1l-a),
propunem elevilor exercitii rezolvate, dintre care unele contin greseli:

34: 8 =4, restul 2

36: 5 =6, restul 6

28:3 =7, restul 4

22:4 =5, restul 2.

Elevii analizeaza exercitiile propuse, descopera greselile, le corecteaza argumentat. Se
spune ca sistemul de exercifii §i probleme respecta principiul plenitudinei, daca se asigura
insusirea continutului invatarii si se exclude formarea de asocieri eronate.

Primele zece numere sunt fundamentul pe care se va dezvolta ulterior intregul edificiu
al gandirii matematice a copilului. Acesta este primul contact al copiilor cu matematica atunci
cand incep sa foloseasca cuvinte pentru a denumi Numere si numere pentru a le scrie.
Proiectul tematic de perspectivd la matematica pentru clasa I prevede predarea fiecarui numar
din primele zece timp de doud ore. In prima lectie este relevat aspectul cardinal al numarului
natural, iar in a doua lectie este relevat relatia de ordine a numarului respectiv cu numerele
invitate anterior. In formarea conceptului de numar natural, actiunea precede intuitia, modelul
didactic presupunand urmatoarea dinamica:

e activitati si actiuni cu seturi de obiecte (faza concretd);
e schematizarea actiunii si reprezentarea graficd a multimilor (faza
reprezentdrilor) etc.

Relatia dintre aceste etape se schimba treptat pe parcursul evolutiei de la intuitiv la
logic, de la concret la abstract. La inceput se va acorda prioritate activitatilor concrete, dupa
care, treptat, se vor folosi corespondentele grafice de pe tabla si pe fise individuale.
Numerotarea este continutul central al cursului primar de matematicd. Continutul studiului de
numerotare este organizat in principal dupa un model liniar, cu orientdri sensibile spre
constituirea modelelor spiralate. Extindeti treptat numerele naturale in numere de pana la 10,
apoi pana la 20, 30, 100, 1.000, 1.000.000, 1.000.000.000 dupa ce au insusit conceptul de
numere naturale, au construit progresiv sirul 0-10 si au cercetat si memorat constient toate

eqe v
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constituie baza predarii-invatarii adundrii numerelor naturale 0-10. Urmatoarele trei sunt
folosite pentru a forma notiunea de asamblare faza:
e faza concretd (actiuni concrete cu obiecte concrete), al carei scop este de a
indruma elevii s inteleaga sensul concret al ansamblului: rezultatul adunarii a
doud numere au tot atatea elemente cat numerele care se aduna
o faza semi-abstracta (a reprezentarilor) in care obiectele concrete sunt
reprezentate prin simboluri practice, abstract-intuitive: elevii deseneaza seturi
cu astfel de simboluri pe caiete sau folosesc rigle
e saltul la conceptul matematic de adunare prin care elevii scriu cu numere si
semne (+, =) operatia de adunare si numesc numerele la adunare (termeni si
suma).

Etapa de reprezentare este foarte importantd in procesul cognitiv si implicd valente
importante, inclusiv pentru intelegerea proprietatii de simetrie a relatiei de egalitate (3 +4 =7
si 7 =3 + 4). Aceasta proprietate exprima faptul ca un numar poate fi descompus ca suma a
doud numere si va fi folosit mai tarziu in diferite tehnici de calcul.

Limbajul matematic legat de operatia de adunare se imbogateste progresiv prin
traducerea simbolicd cu ajutorul adunarii unor operatii concrete, exprimate verbal prin
operatii ,,mareste cu”, ,,adund”, ,,in total”, ,,impreund” etc., operatii care sunt exprimate si prin
reunirea multimilor finite disjunctive. Tabelul de scadere si adunare nu se invata pe de rost, ci
este urmat de o memorare constientd Tn urma unui sistem de activitati:

e rezolvarea de exercitii si probleme simple cu sau fara suport intuitiv;
e rezolvarea ecuatiilor implicite;

e jocuri educative;

e competitii pentru echipe si individuale.

In formarea notiunii de inmultire si imprtire, intuitia nu mai are un rol predominant
(ca si la asamblare), deoarece elevii au dobandit cunostintele si deprinderile legate de
asamblare si Invatatorul se va baza pe acestea in predarea noii operatiuni. Dar mijloacele
intuitive nu vor fi complet abandonate. Succesul in atingerea obiectivelor de predare-invatare
a geometriei in scoala primard depinde de un complex de factori, printre care metodele de
predare joaca un rol predominant. Perechea de metode care trebuie sa aibd cea mai mare
pondere este problematizarea si invatarea prin descoperire, prin care elevii sunt condusi la
descoperirea unor adevaruri geometrice necunoscute lor prin propriile eforturi. Astfel, vom
contribui foarte mult la dezvoltarea spiritului de investigatie, imaginatie si creativitate a
elevilor.

Urmérind in principal dezvoltarea gandirii, inteligentei, spiritului de observatie,
exersarea operatiilor de analiza, sinteza, comparatie, generalizare, matematica este o baza
reala pentru intelegerea conceptelor logice si nu numai.

Odata cu varsta, jocurile devin din ce in ce mai complexe pe masurd ce implica din ce
in ce mai multi participanti. Capacitatea copiilor de a se integra in grup creste odatd cu varsta,
reusind sa controleze interactiunea cu un numar tot mai mare de copii. In intervalul de varsti
3-4 ani, copiii dezvoltd jocul simbolic. Adica transformd anumite obiecte in jucdrii (de
exemplu, o esarfa este transformata in pelerina lui Batman) sau imitd anumite comportamente
ale parintilor sau ale altor adulti (de exemplu, 1si duc mana la ureche de parca ar avea un
telefon Tn mand si vorbeste cu altcineva). Capacitatea de a interactiona cu mai multi copii
simultan evolueaza de-a lungul timpului prin expunerea repetata la jocurile cooperative in
care schimburile de replici ilustreazd preocuparea comuna pentru un anumit joc. Ca urmare a
dezvoltarii abilitatilor lingvistice, copiii devin din ce in ce mai constienti de rolul de
organizatori ai jocului, In sensul cd isi propun jocuri, indicd roluri, precum si actiuni care
trebuie incluse in joc. La varsta de 6 ani, copiii se implicd nu numai In jocuri simbolice, ci si
in jocuri cu reguli precum ,,Nu te supara frate”, care devin frecvente dupd ce copiii ating

163



STIINTE EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

varsta scolard. Jocurile didactice asigura un mediu favorabil invatarii active, participative,
stimuland initiativa si creativitatea elevului.

Obiectivele instructiv-educative ale fiecarui obiect de studiu pot fi atinse mai bine prin
folosirea jocului. Ea, prin Insasi natura sa, contine o motivatie intrinseca: sa mobilizeze
resursele psihice ale copiilor, sa le asigure participarea creativa, sa le capteze interesul, sa-i
angajeze emotional si atitudinal. Elementele jocului: descoperire, ghicire, simulare,
competitie, surprizd, asteptare vor asigura mobilizarea propriului efort in descoperirea
solutiilor, in rezolvarea problemelor, stimularea puterii investigatiilor si a interesului
continuu. Creativitatea ca structura definitorie a personalititii are, din punct de vedere
evolutiv, un caracter procedural supus influentelor mediului. La nivelul claselor prescolare, in
structura metodelor activ-participative (brainstorming, cubului etc.) isi gasesc locul cu
maxima eficientd, jocuri didactice, care constituiec o punte intre jocul ca tip dominant de
activitate in care copilul este integrat in perioada scolard, si activitatea specificd scolii -
invatare.

Copiii pot invata sa foloseasca bine informatiile, timpul, spatiul si materialele puse la
dispozitie, isi pot dezvolta spiritul de observatie, spiritul critic si autocritic, capacitatea de
anticipare-predictie, divergenta si convergenta gandirii, flexibilitatea si fluenta. Se poate
solicita capacitatea elevilor de a se orienta intr-o anumita situatie, de a propune solutii, de a
analiza si opta pentru cea optima, de a extrapola consecintele unei anumite situatii concrete,
de a interpreta si evalua anumite experiente, fenomene, situatii.

Manifestand creativitate, invatatorul va determina impulsul libertdtii si creativitatii
copiilor, va echilibra preocuparile pentru formarea gandirii logice, rationale, flexibile, fluide,
creative, depasind intelegerea ingustd, eronatd, conform careia libertatea de manifestare si
creatie a copiilor se dezvoltd spontan. Prin aplicarea cu pricepere a jocului didactic,
invatatorul trebuie sd fie capabil sa valorifice unele dintre bogatele sale resurse formativ-
educative in angajarea personalitatii copilului pentru a desfisura o activitate care necesita
efort sustinut, dar intr-o atmosfera de bunavointa, cooperare, intelegere.
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TEOREMA LUI LAGRANGE- APLICATII

Mihaela BAGUT, Ciprian BAGUT
Liceul Teoretic ” Aurel Lazar” Oradea, profesori de matematica, bagut.mihaela@gmail.com

Rezumat: [n aceastd lucrare prezentim teorema lui Lagrange insotitd de aplicati.
Cuvinte cheie: Lagrange, Rolle

Teorema lui Lagrange:
Fie f: [a, b]—R, a,b numere reale cua <b.
Daca f este continud pe intervalul inchis [a, b] si este derivabild pe intervalul deschis (a, b),
atunci exista cel putin un punct ¢ din intervalul deschis (a, b) astfel incat are loc relatia

f (b) —f (@) =f "(c)(b-a).

Demonstratie

Vom considera functia auxiliard F: [a, b] — R, F(x) = f(x) + kx. Vom determina
constanta k astfel incat F(a) = F(b)
Din f(a) + ka =f(b) + kb = —k:w,a
Pentru acest k, functia F verifica conditiile teoremei lui Rolle si, ca atare, existd un punct
c € (a,b) incare F'(¢) = 0.
Pe de alta parte F'(x) = ' (x) + k,(V)x € (a,b),deci f'(c) + k = 0, adica
f'(c) = —k.De aicirezulti f'(c) = M

decif(b) — f(a) = (b —a)f'(c)

+ b

Interpretare geometrica:
Aceasta rezulta din interpretarea geometricd a derivatei si anume: in conditiile

teoremei, exista cel putin un punct ¢ € (a, b) pentru care tangenta la graficul lui fin (c, f(c))
este paralela cu "coarda" determinatd de punctele (a, f(a)), (b, f(b)).

Y A
NGl
0] a ¢ b x
Aplicatii:

1. Sa se arate ca :
T < 3/3In (1 + %} < m/3 < 64/3InV3 < 2m.
J
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Solutie: Aplicdm Teorema lui Lagrange pentru functia f(x) =Intg x, pe intervalul (g , i—;) Pe

. . . . . C e 5 o A
acest interval f(x) indeplineste conditiile teoremei, deci exixta ¢ din (g , 1—;) astfel Incat

3T T

Intg = intgy 1 5m T T 2
= = —_— _ = — .
i_:_g tgc-cosic Intg 12 Intg 3 12 sin2c
5

Dartg = =2++3

. 243
Deci vom avea In-—= = = (1)

V3 12 sinZc

5 2m 5w . . .
Dar ce (— 1—;) = 2c € (?ﬁ ?) , de unde pe baza monotoniei functiei sinus obtinem :

1 2 1 12 m _m 2 r () 7 243 _m
—==:s1n2c=::—:>—=:: — <y ——<-—=2—<h—=<-
2 Y3 sinZc 2112 33 12 sinZc 3 33 V3 3
< 3 (2)
. . . o . - mm

Pentru aceeasi functie aplicam teorema lui Lagrange pe intervalul 2 E]

T T
in tg;—ln tg; 2 2

= = -\,I — —
g—g sin 2¢ In —nl= 12 sinze (3)

Dar ce (— g) = 2c € ( . ) de unde pe baza monotoniei functiei sinus obtinem :

T 2 T
12 sin2c 343

2w m
6

gsin 2c € (— 1)$— <gsinZe<l=1<
sin 2c V3l 6

(3)

ﬁ%{inﬁ{h—@:nﬁ<6ﬁlnﬁ<2n (4)

Atunci din relatiile (2) si (4) rezulta relatia ceruta.

2. Sa se calculeze:
2 _|_ 1 2
lim L( 1 g[n+1] )

n—ee n+1

Solutie: Aplicam Teorema lui Lagrange pentru functia f(x) =e*, pe intervalul [[ R 2]Pe

1 1
acest interval f(x) indeplineste conditiile teoremei, deci exixta ¢ din (m; F) astfel Incat

1 1
1)1 Ereva Pl as
M = f' (C)=>(en — e(n+1) )M =e® (1)
E—— 2n+1
1 1
1 1 — : 1 a
Dar Dz <c <53 emd’< e® < en® (e fiind o functie crescatoare) (2)

1
Din relatiile (1) si (2) =em+0” <

2 ] 1 1 1
nZ{n+1) EEE . em < EF | . Zn+l
Zn+l n+l

g n+1)” < e (n+1)

1 1 1 1
n+l  ———=  n?¥(n+1)? — 2n+1
: R (e - < 2 (3)
n+1 n+1

1 1
Aplicam teorema clestelui relatiei (3) si rezulta lim % (EFZ +e i'ﬂ+1i'z) =2
11—o0
3. Fie f: I — I, unde I este un interval, o functie derivabila astfel incat m < |f'(x)| < M,
oricare ar fi x € I. Atunci oricare ar fi n € N avem inegalitatile:
m¥Flx; — x| < ‘f[k](xl) — fIK (xz)‘ < M¥|x; — x5|,Vxq,x, € I, unde f ¥

= f°f°f..°fdekori
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Solutie: f¥! fiind compunere de k functii derivabile atunci este si ea derivabila si conform
regulii de derivare a functiilor compuse rezulta egalitatile: (f°f) (x) = f' ( f (x)) fl(x);

(Ffof) @ = F(FA@)FH @ . (FR ) @) = £/ (FE60) (F%1) ) . Din
ipotezd avem relatiam < |f'(x)| <M (1) ,oricarearfix € I.Darf: 1 — I deci f(x) €I si
are loc relatia m = ‘f’(f(x}” =M (2).

Inmultind ~ relatiile (1) si  (2) remlta m2<|f'C)f'(f(x))| < M?, adica
m? = |(f°)(x)|=M?. La fel arataim ca m? = |(f°f°f)(x)| = M?

m* < |(F¥) (x)| <= M¥, oricare ar fi x € I. (1)

Aplicand teorema lui Lagrange functiei f*¥(x), care indeplineste conditiile din ipoteza
teoremei, pe intervalul [x1,X2], unde X1,X2 sunt fixate in I rezultd ca exista ¢ din (x1,X2) astfel

[kl w1
tncat )/ () (f k]) ©) (2

Xq—Xp
Din relatiile (1) si (2) rezulta relatia ceruta.

4. Se considera functia f : [a,b] — R derivabild. S& se demonstreze ca oricare ar fi
n € N', existd numerele ¢y <ec; <e3<--<c¢, din (ab) astfel incat
F®)-rl@) _ r'(e))+r (ca) 441" (en)

b—a n

Solutie: Impartim intervalul [a,b] in n parti egale astfel xo=a, Xk=b si xp1; — xp = bn;a
Aplicam succesiv teorema lui Lagrange functiei f(x) pe intervalele de forma [xk+1,Xk] deci

existd ¢; € (xg, x,) astfel incétw =f'(cy)=f(xy) — flxg) = Dn;af’(cl)
1 o

Jc; € (xy,x,) astfel incat £ (xy) — £ (xy) = == f"(cy)

Jcs € (xp,x5) astfel incat £ (x3) — £ (xz) === f"(c5)

Elcyt € (x,_4,x,) astfel incat f(x,,) —f(xn D) :’-’;“f:( 2

Adunand relatiile = f(x,) — f(x,) = — (f (c) + f'(ex) + -+ f'(cy)
rw-rla) _ I (e)+r’ (Cz}+ +1' (cn)

dar xn=b si xo=a =
b—a n

5. Se considera functia f:[—1; 1] — R o functie derivabila cu derivata crescatoare. Sa se
arate ca % j_llf(x) dx < f(—1)+7F'(1)
Solutie: Fie x € [—1;1]. Aplicam functiei din ipoteza teorema lui Lagrange pe intervalul
(-1;%). 3¢ € (=1, %) astfel incat 2L = £7(e)(+)
Dar x €[-1;1] > ¢< 1= f'(c) < f'(1) (din ipoteza derivata este crescatoare). Atunci
conform relatiei (*) = f(x)—f(—1) =(x+1)f'(c) = (x +1)f’'(1) si integrand relatia
obtinem [ [f(x) — fF(~D]dx = [} (x + Df' (1) dx =
1

[ de—=fDE, =X, s [ fde-2f(-D=2f' (1) =
Lt fedx <D + f W
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ASPECTE METODICE PRIVIND DIFERITE METODE DE
REZOLVARE A PROBLEMELOR

Bianca Paula BIRTA

Scoala Gimnaziald ,,Oltea Doamna” Oradea, judetul Bihor, profesor pentru invatdmantul primar,
bianca_paula94@yahoo.com

Rezumat: Lucrarea isi propune sa orienteze cititorul prin metodele de rezolvare a problemelor,
sa aplice algoritmi si sa ofere strategii de rezolvare a acestora.
Cuvinte cheie: metode de rezolvare a problemelor

Pornind de la faptul ca matematica prin MEM (matematica si explorarea mediului) a
fost introdusa 1n programa pentru Concursul National de titularizare, de asemenea aceasta se
regaseste si la Examenul National de Definitivare in Tnvatamant, voi aborda in aceasta lucrare
cateva probleme si diferite metode de rezolvare, atdt la nivel primar cat si gimnazial.
Problemele propuse au fost alese din programa specifica examenelor amintite mai sus, fiind
selectate din literatura de specialitate, manuale scolare si din culegeri care cuprind aceste
subiecte. Amintim aici ca problemele se pot rezolva utilizand mai multe metode si cd acestea
se predau elevilor inca din clasele primare, iar pe parcursul anilor strategiilor de rezolvare se
adauga si alte moduri de abordare. Aceasta lucrare se doreste a fi un ghid pentru studenti,
profesorii debutanti care vor preda sau vor participa la examenele din Invatdmant cat si
pentru perfectionare.

Pentru a rezolva probleme elevii sunt condusi prin diverse mijloace spre a alege
algoritmi sau strategii corespunzdtoare rezolvarii lor. Prezentdm metodele de rezolvare a
problemelor intr-0 ordine aleatoare, apoi le vom rezolva prin prisma elevilor din ciclul primar
in paralel cu metodele specifice gimnaziului.

Metoda reducerii la unitate
Metoda comparatiei
Metoda figurativa

Metoda mersului invers
Metoda falsei ipoteze

e

1. O persoana cumpara 6 kg de mere si plateste 18 lei. Cat plateste daca doreste sa
cumpere 8 kg.

Metoda reducerii la unitate Metoda-regula de trei simpla
1. Cat costa un kg de mere? BKG..oovveeeiieieca 18lei
18:6=3 170 TR xlei
2. Cat costa 8 kg de mere? 3.18
3-8_:24 _ X = =8.3=24
Deci 8 kg vor costa 24 lei. 6

Obtinem acelasi rezultat 24 lei.

2. Skg de piersici si 6 kg de mere costa 54 lei. 2 kg de piersici si 4 kg de mere costa 28
lei. Cat costa cate un kilogram din fiecare fruct?
Metoda comparatiei

Skg piersici.................. 6kgmere.................. 54 lei | 2
2 kg piersiCi.................. 4kgmere.................. 28 lei | 3
Obtinem

10 kg piersici............... 12kg mere................ 108 lei

6 kg piersici................ 12 kg mere................ 84 lei
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Prin scadere obtinem
T 0} 155 1 (o) F 24 lei
Deci 1 kg de piersici va costa 24:4=6 lei
Vom calcula cat costa 1 kg de mere: 54-30=24
= 24:6=4 lei

Rezolvarea problemelor cu ajutorul sistemelor liniare de 2 ecuatii cu 2 necunoscute, unde notam p
cat costd 1 kg de pere si cu m cat costa 1 kg de mere.

5:-p+6-m=>54

2-p+4-m=28

Aplicam metoda substitutiei, dar impartim prima ecuatie cu 2
{5'p+6-m:54 {5-p+6-m:54 {5-(14—2-m)+6-m:54 {60—10~m+6~m=54
< o <

p+2-m=14 p=14-2-m p=14-2-m p=14-2-m
60-4-m=54 4-m=60-54 4-m=16 m=4 m=4
= o = = &
p=14-2-m p=14-2-m p=14-2-m p=14-2-m p=14-2.4

m=4 m=4
=
p=14-8 p="6
1 kg de pere costa 6 lei, iar 1 kg de mere costa 4 lei.

Suma a patru numere consecutive pare este 228. Determinati cele patru numere.

Metoda grafica Metoda algebrica
2a 2a primul numar par
2a+2 2a+(2a+2)+(2a+4)+(2a+6)=228
2a+4 2a- 4+12=228
2a+6 2a- 4=216
2a=54 primul numar
1. Determinam segmental 2a: Numerele cautate sunt: 54, 56, 58 §| 60

(228-12):4=216:4=54
Numerele sunt: 54, 56, 58 si 60

4. Ma gandesc la un numar din care scad 20, rezultatul il impart la 5, adun 40 la catul
obtinut §i suma o impart la trei. Daca la final obtin 150, care este numarul la care m-
am gandit?

Metoda mersului invers Rezolvarea problemei cuajutorul ecuatiilor,
150- 3=450 notand cu a numarul necunoscut
450-40=410 [(a-20):5+40]:3=150 (inmultim cu 3)
410- 5=2050 (@-20):5+40=450 (scadem 40)
a=2050+20 (@-20):5=410 (inmultim cu 5)
a=2070 a-20=2050 (adunim 20)
a=2070

5. Ina are 65 de lei in bancnote de 5 lei si 10 lei, in total 9 bancnote. Determinati numarul
bancnotelor de 5 lei.

Metoda falsei ipoteze

Presupunem ca toate bancnotele sunt de 5 lei deci

5:9=45

Calculam diferenta dintre numarul total si presupunerea facuta

65-45=20

Vom calcula diferenta dintre bancnotele de 5 lei si cele 10 lei, adica
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10-5=5

Céte bancnote de 10 lei sunt?

20:5=4

Céte bancnote de 5 lei sunt?

9-4=5

Rezolvarea problemelor cu ajutorul sistemelor liniare de 2 ecuatii cu 2 necunoscute

Vom scrie sistemul de ecuatii corespunzator problemei, notand cu x numarul de bancnote de
5 lei si cu numarul de bancnote de 10 lei.

5-x+10-y =65

{ X+y=9

Rezolvarea propusd este prin metoda reducerii si vom inmultii cu 5 a doua ecuatie:
5-X+10-y =65

{ 5:-x+5-y=45

Prin scddere obtinem

5-x+10-y =65

{ 5:X+5-y=45

Deci 5-y=20=y=4

Din a doua ecuatie vom calcula x
X+4=9=x=5

Ina are 5 bancnote de 5 lei si 4 bancnote de 10 lei.
Verificare:
5:5+4-10=65=25+40=65=65=65

Ca o concluzie a ceea ce s-a prezentat specificam ca problemele abordate contin
numere naturale, avand in vedere nivelul pentru ciclul primar, dar modul de abordare a
problemelor o data stdpanite vor putea fi utilizate si In cazul multimii numerelor reale in
ciclul gimnazial. In cadru examenlor se pot alege metodele preferate, caz in care nu este
specificatd metoda de lucru.
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STUDIUL GEODEZICELOR
Corina BITIS

Liceul Teologic Penticostal Betel, Oradea, , profesor de matematica,
corinabitis@yahoo.com

Rezumat: In anul 1934 odati cu aparitia cartii M. Morse apare un domeniu nou in matematicd,
,, Topologia diferentiala”. Aici e pusd in evidentd legdtura ce eXistd intre topologia unui spatiu si
tipul punctelor critice ale unei functii. Dupa aparitia lucrarilor lui R.S. Palais, S. Smale, A.
Ambrosetti si P.H. Rabimonitz calculul variational §i teoria punctului critic cunoaste o dezvoltare
rapidd. Aceastd teorie se aplica cu succes in studiul geodezicelor unei varietdti Riemann, in
studiul sistemelor hamiltoniene, in teoria suprafetelor minimale si in teoria ecuatiilor diferentiale
cu derivate partiale. In articolul , Studiul geodezicelor” sunt prezentate aplicatii pe spatiul
Sobolev W P (1L} si anume geodezice pe multimi nenetede.

Cuvinte cheie : Spatiul Soblev W*¥ (12}, geodezica in M. punct critic

Definitia 1:
Flepe®cul=<p<= +m,02 c R deschisa. Fie L?(2) spatiul functiilor integrale pe
0 cu valori in K. Definim spatiul L7 (2) = {f:2 = R | f este masurabili si |f|? € Lt (2)} si
pe acest spatiu definim norma
1/p

Il = f FolPdx

Definitia 2:
Spatiul Soblev W¥ (1) se defineste prin

=- J g0, Ve €CZ(N),i =1,n
0

de
dx.

wP(n)=<ue LP(0)3g,, ... gy € Lp(ﬂ],J- u
0

Fie N1(0) = w3 ()
Propozitia 2: Spatiul WP (1) este un spatiu Banach pentru 1 < p < +oo; WP (1) este
reflexiv pentru 1 < p < +oo i este separabil pentru 1 < p < +oo.

Spatiul H*(1) este un spatiu Hilbert separabil.

Fie M o submultime a lui ®"™. Fiecare y € W*(a, b;®"™) va fi identificat cu
reprezentarea continud §: [a, 5] — %™ In plus definim prin [le]l, si ll+ll, norme uzuale in
W2 (a,b; K™Y si L7 (a, b;R™),1 < p < +oo:

Wi (a,b; M) == {y € WY (a, b; i"): ¥(s) € M,¥s € [a, b]} si definim o functionala:
EﬁJb:Wl’: (a,b; M) = R

b
1 y
E,,(y) = EJI}*'[S]I'ds

Definitia 3:
Fie a,b €M cu a < b. O curbd y € W% (a, b; M) este (energy-stationary) daca se
poate gasi &, ¢, o = 0 si o aplicatie:
:H‘:{?;r eEW(a,b;M):lln—=ylly, < :’5} % [0,8] = W (a,b; M) cu urmatoarele proprietati:
a) H este continua,
b) pentru orice n € W' (a,b; M) cu lln —yll,, < & sit € [0,8] avem:
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(H(n.t) —n) € W, **(a, b; R™)

I1#(n.t) —nll, = et

E.p(H(n, 1)) £E,,(n) — ot
Propozitia 3: Fie y € W' (a, b; M) 0 energy-stationary. Atunci pentru orice [a, 8] € [a, b],
restrictia ¥ | [«,21€St€ O energy-stationary.

Demonstratie: Notaim ¥ =y | [e,g]- Prin contradictie presupunem cd existd &,c,a > 0 i
H:{n e W (a, B; M): lln = #ll, < 6} x [0,6] = W (a,5; M), ca in definitia 1.
Pentru orice 7 € W2 (a, b; M), notim # = 7 | (o] $1 definim:
,'H":{*.r;r e WY (a,b; M): |In— ¥l o < :’3} % [0,8] = W (a,b; M)
. H(#.t)(s).s € [a, B]
#(, () =
n(s),s € [a, 5]
H are proprietatile cerute in definitie. Rezulta ca ¥ nu este 0 energy-stationary, ceea ce este 0
contradictie.

Definitia 4:
Fie I un interval in K cu int(I) # @. O aplicatie continud y:I — M este geodezica in

M dacd orice s € int(I) admite o vecindtate [a,b] in I astfel incat y|[,,; apartine lui
W2 (a, b; M) si este energy-stationary.

Definitia 5:

O geodezica inchisa in M este o geodezicd y: R — M care este periodica de perioada 1.
Teorema: Fie I un interval in H cu int(I) = 0 si fie y: I — M o geodezica in M. Atunci y
este Lipschitz si |y'| este aproape peste tot egala cu o constanta.

Demonstratie: In primul rand, avem y € W::s (int(1);R™). Pentru orice s € int(I), fie
[a.. b.] o vecinatate a lui s ca in definitia anterioara. Este suficient sa demonstram ca oricare

s € int([I), oricare ¢ € € (]a_,b_[) avem
bS

[ ¢ mrar=o
Prin contradictie, fie s € int(I) si ¢ € C°(]a,.b,[) astfel incat
bS
l I ¥ 2
o=3 [ ¢ DI WFa >0

Fsie § = 0 astfel incat §ll¢'||, < 1 si fie ¥:[a, b.] ¥ [0,8] = [a,
neteda astfel incat v € [a_, b_],vt € [0,6], 4 = ¥(At) — te(¥F(Lt)).
Definim #: W (a, b; M) x [0,8] = W2 (a, b; M) prin H (n,£) (1) = n(u — to (u)).
Aplicatia  este continud si (H(n,t) —n) € W (a,, b_; R"),

17 (. t) —nll < [0l llell.t

,b.] o functionala

In continuare vom calcula:

E, b (F (1) = % f (1 —to' (W) (1 — too(w))| du =
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= % f (1 -t (PR )" (D7 =E,_, (n) —% f (@' (F(L1)) ' (A)[*dA

Presupunemca || —y|l,, < 6,0t <d= fnbs[cp’[‘{‘(,l, ' (A)17dA = 2.
&

Atunci avem [|FH (n.t) — il < (ll¥'ll; + &) llell .t deci E, bs[}f("h t]) <E,,

Rezulta ca y | [a,5] NU €Ste energy-stationary ceea ce este o contradictie.

Acum considerdm multimea: X = {y € W*(0,1; M):y(0) = y(1)} si definim functionala
F:L*(0,1; ™) = RU{+o0}
1

1 2
f[}'r] — EJ.l}-"'(S)l'd.S‘,}’ eX
o

+0o S EX
Teorema: Daca y € X este un punct critic a lui f, atunci y este o restrictie la [0,1] a
geodezicei inchise in M.
Demonstratie: Fie y este un punct critic a lui f. Prin contradictie, fie §,¢,0 = 051 .
Exista &' €]0,4] astfel incat pentru orice
neEXIn—vyl,<dé . fn)<fy)+é" =ln—vyl,, <4d.
Din Propozitia 3 ¥ nu este un punct critic a lui f. Contradictia arata ca y este 0 energy-
stationary in [0,1].
Definim § € X prin:

() —ot.

g

(s+%).0cs<
5(s) = YisT3)"=5=35
! (s+3) 2ssr
¥is 2,2_5_
BIBLIOGRAFIE:

[1] Klingenberg W. (1978). Lectures on closed geodesics, Springer
[2] Oproiu V. (2003). Geometrie diferentiala, Editura Cermi, Iasi
[3] Pop, I. (1990). Topologie algebrica, Editura Stiintifica, Bucuresti
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MATEMATICA SI ROLUL EI iN VIATA ELEVULUI

Ana Mariana CLOP
Liceul Vocational Pedagogic ,,Nicolae Bolcas* Beius, profesor de matematica, ancaclop@yahoo.com

Rezumat: Matematica are rolul de a forma si dezvolta gandirea elevilor, prind diversele ei
mijloace si metode de aplicare.
Cuvinte cheie: matematica, rezolvarea problemelor

Pornind de la afirmatia profesorului universitar Stefan Barsdnescu  Intrarea in
cetatea cunoasterii se face pe podul matematicii ”, putem afirma ca matematica este mai mult
decat o stiinta, aceasta este un act de cultura, este unul din modurile fundamentale ale gandirii
umane.

Matematica este disciplina care are menirea de a forma o gandire investigatoare. Este
stiinta cea Mai operativa, care are cele mai multe si mai complexe legaturi de viata. De aceea,
se impune o permanenta preocupare in perfectionarea continua a metodelor si mijloacelor de
invatdmant pentru a realiza nu o simpla instruire matematica, ci o educatie matematica, cu
implicatii serioase in dezvoltarea elevilor si formarea lor ca om folositor societatii din care
face parte.

In ziua de azi, matematica urmiteste antrenarea sistemica si gradata a gandirii elevilor
in rezolvarea exercitiilor si problemelor, disciplinarea gandirii elevilor si formarea capacitatii
de a gandi sub tensiune etc.

Scoala are obligatia sa faca din studiul matematicii un instrument de actiune eficienta,
constructiva si modelatoare asupra personalitatii elevului, astfel ca scoala roméaneasca trebuie
sd modeleze, sa fie cu adevarat expresia vie, puternica, reala a nazuintelor neamului nostru, nu
numai de a-i conserva valentele culturale si sufletesti mostenite, ci de a crea valori noi in
vederea desdvarsirii fiintei sale nationale. Ea trebuie sa aiba ca ideal formarea de specialisti
bine pregatiti profesional, capabili de a se angaja creator in efortul constructiv al tarii.

Din nevoia omului de a se adapta in continuu la situatii, la procese si probleme de
munca mereu noi, impun ca scoala, odata cu functia ei informativa, s dezvolte si atitudinile
intelectuale ale elevilor, independenta si creativitatea gandirii. O contributie esentiala la
realizarea acestei sarcini o da studiul matematicii in manierd moderna.

Matematica, patrunzand in aproape toate domeniile de cercetare si aducandu-si
contributia la dezvoltarea tuturor stiintelor, este chemata sa-si indeplineasca rolul de factor
esential la adaptarea rapida a fiecarui cetatean la cerintele mereu crescande ale societdtii in
care traim. Bazele unei bune pregatiri si formari matematice se pun inca din clasele primare,
cu accentul pe dezvoltarea capacitatii intelectuale ale elevilor si a priceperii de a le utiliza in
mod creator.

Rationamentul matematic si gandirea riguros stiintifica creeaza elevului posibilitatea
de intelegere a celorlalte discipline cat si de patrundere a problemelor vietii de zi cu zi.
Aparitia matematicii in cele mai diverse stiinte, de la astronomie, chimie, la medicina, face ca
orientarea copiilor catre matematicd sd fie un proces obiectiv. Astazi se afirma ca
fundamentul culturii moderne il constituie matematica.

Gandirea matematicd se manifestd printr-o mare varietate de activitati intelectuale
legate de memorie si imaginatie si anume: judecare, rationare, intelegere, explicare, inventie,
deductie, inductie, analogie, abstractizare, generalizare, comparatie, concretizare, clasificare,
diviziune, rezolvare de situatii-problema, etc.

Formarea deprinderilor de calcul ,dar si de rationament, este o sarcind fundamentala a
invatamantului matematic. Ele reprezintd ,,instrumente” operationale utile pe Intregul parcurs
al Invatdmantului, stand la baza intregului sistem al deprinderilor matematice. Deprinderile de
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calcul (mintal si scris) constituie deprinderi de baza pentru rezolvarea problemelor. Calculul
mintal are o importantd contributie la dezvoltarea gandirii, obiectivul final al invatarii
calculului este dezvoltarea gandirii logice a elevilor. Supusa la un antrenament continuu prin
efectuarea unor calcule exacte si rapide, judicios gradate, gandirea elevului se dezvolta si se
disciplineaza. Dar elevul este pus in situatia de a alege procedeul de calcul cel mai potrivit
cazului dat pentru a afla mai repede si mai usor rezultatul, de a aplica In unele cazuri
particulare principiul de rezolvare. In felul acesta se dezvolta puterea de intelegere, spiritul de
initiativa, perspicacitatea.

Sistemul cunostintelor matematice formeaza in mintea elevilor o constructie dupa
modelul riguros logic al stiintei matematice. Acest model este caracterizat prin continuitate si
legatura logica, prin utilizarea rationamentului deductiv si inductiv in formarea conceptelor
matematice.

In vederea dezvoltarii gandirii logice a elevilor din ciclul primar se va desfasura un
invatamant modern formativ, ceea ce presupune: intelegerea notiunilor de matematica de catre
elevi pe cat posibil prin efort personal, cautind sa-i deprindem pe elevi sd gandeasca
matematic; sa antrenam gandirea elevilor prin rezolvarea in mod permanent de probleme;
dezvoltarea spiritului de independentd si a increderii in fortele proprii prin stimularea
initiativei de a incerca rezolvari cat mai variate si cat mai ingenioase prin e incerca rezolvari
cat mai variate si cat mai ingenioase prin extinderea muncii independente.

Pentru a putea realiza aceste sarcini, invatatorul trebuie sd aiba mereu in vedere
urmatoarele: predarea sa fie in asa fel realizata, Incat notiunile insusite sa constituie suport
pentru viitoarele cunostinte; utilizarea metodelor si tehnicilor de lucru care sa imprime actului
invatarii un caracter activ, care sa faca din elev un participant constient la dobandirea
cunostintelor, priceperilor si deprinderilor; abordarea creativa a materiei de catre invatator; sa
contribuie la Tnsugirea matematicii de catre elevi mai usor pentru ca si le permitd sa-si
organizeze experientele in formele economice si sistematice; legatura matematicii cu viata,
sd-1 provocdm in permanentd sa gandeasca matematic punandu-i in situatia de a matematiza
aspecte reale din viata.

Un rol important in dezvoltarea gandirii logice a elevilor il are maiestria didactica a
invatatorului. Realizarea prin metode de lucru cu elevii a unei permanente gimnastici a mintii,
introducerea in lectiile de consolidare, recapitulare, sistematizare a unor elemente noi care sa
supuna gandirea elevilor la un efort nou, rezolvarea exercitiilor si problemelor prin munca
independentad, sau sd gandeascd matematic.

BIBLIOGRAFIE:

[1] Bruner, J. (1970). Procesul educatiei intelectuale. Editura stiintifica, Bucuresti

[2] Manzat, I. (1983). Dezvoltarea gandirii stiintifice la elevi. In: Psihologia educatiei si dezvoltarii, coord. .
Radu. Editura Academiei, Bucuresti

[3] Voicu, V. (2012). Optimizarea invatamantului in contextul societdtii bazate pe cunoagstere” Conferinta
Internationala
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ELEMENTE AVANSATE DE EDITARE DOCUMENTE SI
UTILITATEA LOR iN CARIERA DIDACTICA

Melinda CORITEAC

Liceul Teoretic "Constantin Serban" Alesd, jud. Bihor, profesor de informatica,
melindacoriteac@yahoo.com

Rezumat: Editoarele de texte sunt utilizate frecvent atdt de profesori, cdt si de elevi in activitatea
lor didactica.
Cuvinte cheie: editor de texte, Microsoft Word, document

Cariera didactica este o carierd complexa si nobila prin misiunea sa, anume aceea de a
forma tineri care se pot integra si adapta usor in societatea in care traim. Si cum “a preda
inseamna a invita de doud ori” !, cadrul didactic trebuie si stie si isi organizeze munca astfel
incat sa obtind randament maxim.

Editoarele de texte precum Microsoft Word, Google Docs s.a. sunt unele din
programele care, prin instrumentele pe care le pun la dispozitie faciliteazd munca oricarui
dascal. Dintre aceste instrumente, in Microsoft Word, cateva ar fi cele care permit:

e lucrul cu sectiuni;
imbinarea corespondentei;
inserarea automata a unui CUPrins;
urmarirea modificarilor aduse unui document;
lucrul simultan in doua zone diferite ale unui document.

Sectiunile unui_document sunt parti ale documentului, avand un mod propriu de
formatare. Aceste sectiuni sunt necesare cand se lucreaza diferit cu parti ale documentului.
Intre doud sectiuni pot exista diferente in ceea ce priveste orientarea textului, marginile,
dimensiunile hartiei, continutul antetului si subsolului, numarul de coloane pe care este scris
textul.

Initial orice document contine 0 singurd sectiune. Sectiunile pot sd apara automat,
odatd cu unele formatdri aduse documentului, precum modificarea numarului de coloane,
formatarea diferitd a paginilor documentului, dar pot fi si create de catre utilizator utilizand
meniul Breaks (Intreruperi) de pe fila Page Layout (Aspect Pagind).

e Exista patru tipuri de intreruperi de sectiune:

e pagina urmdtoare (plaseaza textul ce urmeaza pe pagina urmatoare si se foloseste in
cazul in care paginile din document sunt formatate diferit — dimensiune, orientare,
continut antet si subsol s.a.);

e continua (textul va aparea pe aceeasi pagind si se foloseste de obicei in cazul in care
in aceeasi pagina exista si text plasat pe mai multe coloane si text scris pe o singura
coloand);

e pagina pard, pagina impard — textul sectiunii noi va aparea pe urmatoarea pagina
para, respectiv pagind impara. Aceste tipuri de sectiuni se folosesc cand anumite parti
din document trebuie sd inceapd pe pagini pare, sau pe pagini impare.
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'# Breaks = Indent Spacing
Page Breaks
Page

-

=D [ L

Mark the point at which one page ends
and the next page begins.

Column
Indicate that the text following the celumn
break will begin in the next column,

Text Wrapping
Separate text around objects on web
pages, such as caption text from body text,

Section Breaks

MNext Page
Insert a section break and start the new
section on the next page.

-

[ T

Continuous
Insert a section break and start the new
section on the same page.

Even Page
Insert a section break and start the new
section on the next even-numbered page.

Odd Page
Insert a section break and start the new
section on the next odd-numbered page.

Pe langa un control mai bun asupra plasarii textului si a obiectelor in paginile
documentului, lucruri pe care le ofera si intreruperile de pagina (page breaks), lucrul cu
sectiuni se poate utiliza de exemplu atunci cand:

- intr-un document trebuie sa exista atat pagini orientate tip portret cat si pagini orientate
tip vedere;

- antetul si subsolul trebuie sa contind elemente diferite in zone diferite ale documentului,
de exemplu intr-un document exista trei capitole si numerotarea paginilor se face de la 1
la inceperea fiecarui capitol sau atunci cand in antet se doreste scris titlul capitolului, asta
presupunand trei texte diferite in antetul celor trei sectiuni care trebuie sa existe in
document.

- Se doreste numerotarea de la 1 incepand cu pagina a cincea a documentului. Acest lucru
presupune doua sectiuni, dintre care a doua trebuie sa inceapa pe pagina 5.

In ceea ce priveste antetul si subsolul documentului trebuie sa se tind cont de faptul ca,
indiferent cate sectiuni exista intr-un document, continutul antetelor si ale subsolurilor sunt
implicit legate intre ele. Pentru a dezlega continuturile si a putea particulariza diferit zonele
respective se foloseste butonul Link to previous, de pe fila Design (apare cand se editeaza
antetul si subsolul).

Document2 - Word HEADER & FOOTER TOOLS
REMCES MAILINGS REVIEW VIEW DEVELOPER DESIGN
[Eiq Previous Different First Page i+ Header from Top: 1.25em a
Ep Mext Different Odd & Even Pages "+ Footer from Bottom: [1,25cm
Goto 45 X Close Header
Footer #.: Linkto Previous [+ Show Document Text Insert Alignment Tab and Footer
Mavigation Cptions Position Close

Instrumentul de imbinare a corespondentei este util in cazul in care cadrul didactic
are de realizat documente in care poate prelua date din diverse baze/surse de date. Spre
exemplu, dacd un cadrul didactic care este diriginte doreste s comunice pdrintilor situatia
scolard a elevilor si are la dispozitie o baza de date cu mediile acestora, e suficient ca acesa sa
realizeze un document sablon in care, folosind instrumentul de imbinare corespondentd poate
prelua apoi rapid si usor mediile elevilor si poate obtine documente diferite pentru fiecare
parinte in parte. Instrumentul se gaseste pe fila Mailings (Corespondenta).
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Pasii care trebuie urmati in folosirea acestui instrument sunt:

- se alege tipul de document cu care se va lucra (scrisori, plicuri, etichete, mesaje email
s.a.).

- se alege documentul de lucru (documentul curent, un sablon sau un document existent).

- se selecteaza sau se creeaza sursa de date. Sursa de date poate fi un document word care
contine datele intr-un tabel, o foaie de calcul tabelar, o baza de date. Cele mai la
indemana fisiere utilizate de catre cadrele didactice sunt documentele si foile de calcul
tabelar.

- se scrie/stabileste continutul documentului, iar in zonele in care se doreste preluarea
datelor din sursa de date, se insereaza campurile de imbinare, utilizand meniul

INSERT DESIGM PAGE LAYOUT REFERENCES MAILINGS REVIEW VIEW DEVELOPER

E G 1 D Ij B [5 Rules - «ei» M4 (] ’—De

EE, Match Fields [T) Find Recipient

rt Mail  Select Edit Highlight Address Greeting Insert Merge Preview Finish &

erge - Recipients - Recipient List  Merge Fields Block  Line Field ~ Results G Check for Errors Merge
Start Mail Merge Write & Ir Nume Preview Results Finish

i % 1 2 3 4 5 9 10 1 12 13 1

Initiala_tatalui
Prenume
Prenume_2

Mota
Elevul «Nume» «Prenume» «Prenume 2» a obtinut nota «Nota».

- Insert Merge Field (Inserare Camp Corespondentd). in imaginea aliturati se observa,
colorate cu rosu, cAmpurile de imbinare inserate in text. Textele din campurile de
imbinare pot fi formatate indepentent, dupa plac. Se pot previzualiza rezultatele apasand
butonul Preview Results, iar butoanele cu sageti permit deplasarea intre inregistrari.

- Se termina imbinarea cu ajutorul meniului Finish & Merge. Astfel rezultatul obtinut in
urma imbinarii poate fi salvat ca document nou, poate fi tiparit sau trimis prin email.

FILE HOME INSERT DESIGN PAGE LAYOUT REFERENCES MAILINGS REVIEW VIEW DEVELOPER

s .. A — — A
0 TimesNewRo -|12 -] A" A A3~ & mr #3538 T aRbCd AaBbCd AaBbCe AsBbcer AQBI assbcer daBbcel
Paste . R .. ===B|1=- . 1 ThoS 1 2 s s
- % Format Painter B I U ~abex, x [A-ZF-A B | 1= Sy - 2 Normal Mo Spac... Heading1 Heading 2 Title Subtitle  Subtle Em...
Clipboard [F} Font ] Paragraph [F] Styles

AaBbCel

Emphasis

[

Cuprinsul automat are la baza stiluri de scriere existente in document sau stiluri
create de catre utilizator. Stilurile se gasesc pe fila Home (Pornire) in zona Styles (Stiluri).
Modificarea oricirui stil se poate realiza alegand optiunea Modify, din meniul contextual?.
Inainte de a insera cuprinsul automat, utilizatorul trebuie si stabileasci numarul de niveluri
dorit in cuprins, stilurile folosite pentru aceste niveluri si care sunt titlurile care vor aparea in
cuprins, dupa care va trebui sa asocieze fiecarui titlu, stilul corespunzator. De exemplu, daca
pentru titlurile de nivel 1 s-a ales stilul Headingl, toate titlurile respective trebuie formatate

utilizand acel stil Tableof Contents Tox
Index = Table of Contents | Table of Figures = Table of Authorities
Print Preview Web Preview
Heading 1 .1 |~ | [Heading 1 ®
Heading 2 3 Heading 2
v v
Show page numbers Use hyperlinks instead of page numbers
Right align page numbers
Tab leader: | ... ~
General
Formats: From template v
Show levels: |2
Options... Modify...

2 Meniu contextual = meniu care apare la click dreapta pe un anumit element.
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Inserarea efectiva a curpinsului se realizeaza de pe fila References (Referinte), cu
ajutorul meniului Table of Contents— Custom Table of Contents. Butonul Options... permite
stabilirea stilurilor care vor fi utilizate in cuprins (se scrie 1, 2, 3 ... in dreptul stilurilor dorite).

Dintre avantajele lucrului cu cuprinsul automat se pot aminti:

- aspectul cuprinsului;

- usurinta cu care se creaza;

- usurinta cu care se poate actualiza (Update Table) — se pot actualiza doar paginile sau
atat paginile cat si elementele de continut.

Practic, cuprinsul automat are la baza elemente de tip hyperlink si ancore in document,
care asigura saltul de la elementele cuprinsului pana la continuturile respective.

Alte instrumente utile ale aplicatiei Microsoft Word sunt cele care permit urmarirea
tuturor modificarilor aduse unui document. Acestea se gasesc pe fila Review (grupurile de
butoane Tracking si Changes). Odata pornita urmarirea modificarilor (Track Changes) cadrul
didactic poate vedea toate modificarile (completari, stergeri, formatari) aduse documentului si
le poate accepta (Accept) sau respinge (Reject).

Pentru a acces simultan doua zone diferite ale documentului, in aceeasi fereastra,
utilizatorii au la dispozitie optiunea Split (Scindare) de pe fila View (Vizualizare). Aceasta
permite impartirea ferestrei principale in doua zone, astfel incat se se asigura accesul la zone
diferite ale documentului.

Computerele si sistemele de calcul, in general, au fost create pentru a usura munca
omului, pentru a facilita prelucrarea automata a datelor. Editoarele/ procesoarele de texte
precum Microsoft Word, Google Docs s.a. sunt unele dintre putinele aplicatii care stau
dovadad afirmatiilor anterioare. Cunoasterea instrumentelor puse la dispozitie de aceste
programe este esentiald pentru oricare cadru didactic, deoarece invatarea continud si
perfectionarea competentelor digitale este esentiala in vederea adaptarii la cerintele si nevoile
zilnice.
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INTEGRALA DE SUPRAFATA. FORMULA LUI STOKES

Larisa loana COROI
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Rezumat: [n aceastd lucrare sunt prezentate notiuni legate de integrala de suprafatd ardatindu-se
proprietatile si aplicarea formulei lui Stokes.
Cuvinte cheie: integrale de suprafata, teorema lui Stokes

1. Integrala de suprafata in raport cu aria

Fie S o suprafata in spatiu definita de
x=f(uv), yv=glv), z=hv), @v)ED
functiile f, g, h fiind continue si avand derivate partiale de ordinul intdi continue in domeniul
D (inchis si marginit) si F(x, v, z) o functie definita pe S.
Fie J o diviziune a suprafetei S in partile de suprafatd sy, s, .., s,, de arii 4,05, ..., 0.
Sa consideram suma
QS:ELl F(xX, Yies Zic) * O, (1)
unde (x, v, z) €ste un punct oarecare situat pe s;.
Diviziunii & a lui § 1i corespunde diviziunea &' a lui D, iar partilor de suprafata
§1,82,..,5p le corespund intervalele bidimensionale d,,d,, ..., dp.
Punctului (xy, vk, zx) de pe suprafata s, ii corespunde un punct in plan (w,v,), care
apartine d,. Deoarece punctul (x, v, z;) € S, corespunde un sir atunci avem
X = flu,vi), v = g, i), 2z = h(ug, vy)
si atunci suma Qs data de (1) devine:
Q5= Y= FLf Qug, i), g (g, vio), h(wy, vy )] - 0. (1)
Consideram acum un sir de diviziuni (6,) ale suprafetei S cu v(§,) - 0 cand
n — oo. La sirul de diviziuni (§,) ale suprafetei S corespunde un sir de diviziuni () ale
domeniului D (inchis si marginit) de asemenea cu v(6;,) — 0. La sirul de diviziuni (§,,) ale
suprafetei S corespunde sirul sumelor (Q; ).

Definitie 1.1 Daca pentru orice sir de diviziuni (§,) ale suprafetei S cu v(§,) — 0, sirul
sumelor (Qg, ) are o limita finita, atunci limita sirului (ﬂan) se numeste integrala de suprafata
a lui F in raport cu aria (sau de prima speta) si se noteaza

ﬂ.F(x,y,z)dJ. o

Deoarece suma Qs = (3, atunci sirul sumelor (25 ) are aceeasi limitd cu sirul (ﬂgn) s
obtinem egalitatea

JI F(x,v,z)da = ﬂ- F[f(u,v),g(u,v), h(u,v)]VEG — F? dudv,
s 5 @)

care reprezintd formula de calcul a integralei de suprafata in raport cu aria.

Observatia 1.2 1) Daca F(x,y,z) este continud intr-un domeniu A c R? si dacd S c A,
atunci exista integrala (2) si integrala (2").
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2) Daca suprafata regulata S este data sub forma explicitda z = f(x, v), (x,v) € D,
atunci avem

2

JIF(x,y,z)dcr = jf F[x,y,f(x,y)]\]l-l—(z’:)z-l— (3—;3 dx dy.
5

D
3) Daca F(x,y,z) =1, pe S, obtinem integrala de suprafata

ffdcrﬂ- EG— F2 dudv
D

S
care ne da aria suprafetei S.

Exemplul 1.3 Sa se calculeze integrala

I:J’J(x + v+ z)do,

unde S este suprafata x* + y? + z2 = a?, z =0.

Solutie: Pentru suprafata S consideram reprezentarea parametrica
r
x =acosf cosg

vy = asinfcose ,0 € [0,2n], @ € [0%]

z =asing

\
Prin calcul gisim do = VEG —F2 dfdg = a’ cosedf de.
I = ff(x +yv+z)do
S

T
2n =
2
= J- d@f (acosBcos@+ asinBcos@ + asing)acosq@de =0+ 0+ 7a® = na®
0 0

2. Integrala de suprafata in raport cu coordonatele

Sa consideram o suprafata S data de ecuatiile

x=f(v), yv=guv), z=h{v), (uv)eED,

f,g,h fiind functii continue cu derivate partiale de ordinul intdi continue in domeniul inchis
D(xy) D(y.z) D(zx)
D(wv)’ D(u.v)’ D{uv)

nu se anuleaza simultan in D, adicd S este o suprafatd neteda. In fiecare punct P(x, v, z) al
suprafatei S se pot considera doi vectori normali la suprafata, n_, n, avand sensuri opuse.
Unul dintre vectori va face un unghi ascutit cu axa Oz, iar celdlalt va face un unghi obtuz.

si marginit D din planul «Ov. Vom presupune ca determinantii functionali

Definitie 2.1 Vom numi fatd superioard a suprafetei S in raport cu planul xOy fata lui S
pentru care vectorul normal 7 face un unghi ascutit cu axa Oz; vom numi fatd inferioard a
suprafetei S, cealaltd fatd a lui S, adica fata pentru care vectorul normal 7 face un unghi obtuz
Cuaxa Oz.
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Fie T conturul suprafetei S (care nu este o suprafatd inchisd) si C proiectia lui T pe
planul x0vy. Pe T se pot lua doud sensuri de parcurs. Sensul asociat suprafetei superioare este
acela care corespunde sensului direct pe conturul C. Fetei inferioare i se asociaza sensul
invers. In acest mod se defIneste un sens de parcurs pe conturul oricarei parti din suprafata S.
Spunem ca suprafata S este orientatd fatd de planul xOvy, in acelasi timp fiind orientat si
domeniul A, proiectia suprafetei S pe planul x0y, precum si domeniul D din planul uOwv.

Observatia 2.2 Nu orice suprafatd are doua fete. Exista suprafete cu o singura fata, suprafete
pe care, printr-o deplasare continud, normala schimbandu-si directia in mod continuu, poate
reveni in punctul initial cu sensul opus sensului initial.

Fie R(x,v,z) o functie definita pe suprafata orientata S. Fie § o diviziune a suprafetei

S, 6 = (51,52, -, Sp),
careia i corespunde o diviziune §" a domeniului A, proiectia suprafetei S pe planul x0vy,
8§ =(6"1,8"3,...,6'p)
sk se proiecteaza pe &y, iar frontiera lui s, se proiecteaza pe frontier lui &y, ) si fie
aria &y, daca &, este orientat direct
Wy =
—aria &, daca §;, este orientat invers
Daca notam cu gy, aria partii de suprafata s, de pe S avem egalitatea w, = y,oy, unde
¥, este cosinusul unghiului pe care il face normala la suprafata orientatd s, intr-un punct
(%, Vi, z)) apartinand suprafetei s, Cu axa Oz.
Sa consideram suma

o
Qg = ZR(xk-}’k-zk) T Wy,
k=1

unde R(xy, vk, zx) este valoarea functiei R in punctual (x, vi, z;) de pe suprafata s, iar wy
este aria proiectiei &;, pe planul (xOy) a suprafetei s;. Tinand cont de valoarea w, = Yy - g

obtinem o altd suma
p

Q5 = R(xy, Vi, Zk) Vi O
k=1
care este egald cu suma Q5.
Fie un sir de diviziuni (§,,) ale suprafetei S cu v(8,,) — 0 cdnd n — oo. Acestui sir
de diviziuni 1i corespunde un sir de diviziuni (§;,) ale domeniului A cu v(§;,) — 0, cand
1 — oo,

Definitie 2.3 Dacé pentru orice sir de diviziuni (), cu v(&;,) — 0, cand n — oo, sirul
sumelor (Qg4) are o limitd finitd, aceastd limitd se numeste integrala de suprafatd a functiei

R(x,v,z), In raport cu coordonatele x si v (Sau de speta a doua), si se noteaza

JJ R(x,y,z)dxdy.

Deoarece sirul sumelor (ngn) are aceeasl limita cu sirul (ﬂ 3;1) si obtinem egalitatea

H.R(x,y,z)dxdy: ﬂ- R(x,y,z)ydo,
5 3

care reprezintd formula de calcul a integralei de suprafatd in raport cu coordonatele x, y.
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Observatia 2.4 Daca se da o reprezentare parametrica a suprafetei S

x=f(v), yv=guv), z=h{v), (uv)eED,
atunci are loc egalitatea

[fR(x.y,z) dxdy = JI R[f (u,v), g(u, v), h(u,v)]yvEG —F? dudv,
s D

. 1 _D(r.g)
Y= +VEG— F2 D(uwv)’

obtinem asadar, doua integrale

[f R(x,v,z)dxdy = JI R[f (u,v), g(u, v), h(u,v)] - 3( :1?) dudv

unde

(daca domeniul D are aceeasi orientare cu domeniul A)

D(f, g)

JI R(x,v,z)dxdy = — [f R[f (u,v), glu,v), h(u,v)]- slen )du dv

(daca domeniul D are orientare inversa fata de domeniul A).
Daca P(x, y, z) este o functie definitd pe suprafata S, integrala de suprafata a functiei
P(x, v, z) in raport cu y, z, pe o anumita fatad a suprafetei S se defineste integrala

!fP(x.y.z)dydz: ![P(x-y.z)ada,

unde a este cosinusul unghiului pe care il face normala la suprafata orientata S cu axa Ox.
Daca domeniul D are aceeasi orientare cu suprafata S, atunci avem egalitatea

JIP(X.}?, z)dydz = f[P[f(u,v),g(u, v), h(u,v)]- DE'g h;du dv,
dacd domeniul D este orientat invers, obtinem
[f P(x,y,z)dydz = —[f Plf(u,v),glu,v),h(u,v)] - E’g gdudv
s D

Remarca 2.5 Formulele de mai sus ne dau regula de calcul a integralei de suprafatd in raport
Cuvy,z
Analog se procedeaza pentru Q(x, v, z).

Observatia 2.6 Integrala de suprafata de speta a doua se reduce la o integrala de suprafata de
speta Intai

JIdedz+ Q dzdx + Rdxdyz[f(Pa-i—Qﬁ-i— Ry)do.
s S

Exemplu 2.7 Sa se calculeze urmatoarea integrala

[ = JI xdydz+ ydxdz + zdxdy,

unde S este fata exterioard a sferei x% + y? + z? = a?.

Solutie: VVersorul normalei n atasat fetei exterioare a sferei este n (E gg) astfel obtinem

184



STIINTE EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

ﬂ daﬂdm [ do— anat,

deoarece aria sferei este [ . do = 4:rm:

3. Formula lui Stokes

Teorema 3.1 (Teorema lui Stokes) Fie S o suprafata regulata cu doua fete, care se sprijina pe
conturul inchis regulat €. Daca functiile P(x, v, z), Q(x, v, z), R (x, v, z) sunt functii continue
si cu derivate partiale de ordinal intai continue intr-un domeniu A ¢ R? care contine suprafata
S, atunci are loc egalitatea

dex—l— Qdy

C
oP R aQ P

+ Rdz = JI 3y ﬂz d}dz (E — a) dzdx + (a — ay)dxdy.

care se numeste formula 1u1 Stokes sau formula integrala a lui Stokes.

Demonstratie. Vom calcula doar integrala curbilinie de al doilea tip j Pdx. Avem

dx

= du + —dv)

dx = d(x(u.v)) = %du + %dv, Deci chdx = f P(
r

Acum, pentru integral din membru drept aplicém formula lui Green si obtinem

dx a dx
jpa_d“ +P —dv B JI [8!1 E.'u 81?( E.'U)
r

dx d°x OdP 0x d%x
ff lﬂu v TP dvdu v du P ﬂuﬂvl dudv
Dar

P AP (x(u, v),y(u,v),z(u,v))
ou du
dP dx dPdy 4P oz
dx du dy du 9z du
dP  dP(x(u,v),v(u,v), z(u,v))

— = = derivarea fct compuse
dv du : P

_ 0POx dPdy 4P oz
= xdv  ayov azov

dudv

= derivarea fct compuse

Deci

(ad axd)_
f EW u—l-%v_

J‘J’ [ BP dx E'P dy adP ﬂz) dx (BP dx dP dy E'P ﬂz) dx

dx du E'y du +EE v \dx dv * dy dv ﬂz dv/ du

E dudv
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ﬂz dx ﬂzﬂx) apP (ﬂx dy odx ﬂy)}d g
ﬁ%_ﬁﬂ “ay\auav  avau/] M

D

ﬂ [ap D(hf) 0P D(f,9)

dz D(u,v) ady D(u.v)]dudv

Am obtinut deci

[de == JI [Z: gE: i; giigi; dudv— JI dzdx — —dydz

§1 prin permutarl circulare deduce

dy = and and Rdz = aRdd aRdd
f‘“—ﬂa”‘ﬁﬂf Z—fa—y“‘a“
s

c 5 C

Remarca 3.2 Daca se ia drept suprafatd un domeniu plan D (adica z = 0) formula lui Stokes
devine formula Iui Green, adica

dex + Qdy = ﬂ- ﬂy dxdy.

Exemplu 3.3 Sa se calculeze
[ = J-(xz —yz)dx + (v? — zx)dy + (z? — xy)dz,

unde C este o curba inchisa din R3.

Solutie: Aplicand formula lui Stokes avem

P(x,v,z) = x* — vz, Qx,v,z)= v? — zx, R(x,y,z) = z? —xy
de unde rezulta:

JrR  9Q - JP  OR - aQ JdP -
a}}—g——erx— ) 5‘5“3“_ , a—ay——z—l—Z—
deciI = 0.
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Rezumat: [n aceasti lucrare prezentim teoreme de tip Korovkin cu operatori autonomi, prin
inegalitati de tip Shisha-Mond ale operatorului auto-adjunct, de asemenea facem si aproximdri de
operatori polinomial autonomi. Aceasta este o abordare cantitativi care determind gradul
aproximarii cu rate uniforme ale operatorilor autonomi, a secventelor operatorului auto-adjunct
liniar pozitiv. Acelasi tip de lucru se efectueaza si asupra secventelor polinomiale importante de
operatori. Abordarea noastra este bazata direct pe izometria Gelfand.

Cuvinte cheie: operator liniar, spatiu complex Hilbert, operator auto-adjunct, spatiu Hilbert.

1. Introducere
Fie A un operator liniar auto-adjunct pe un spatiu complex Hilbert (H; {-,-)). Aplicatia
Gelfand stabileste un = —izomorfism izometric @ fintre n multimea C(Sp(4)) al tuturor
functiilor continue definite pe spectrul A, notat Sp(4), si C*-algebra C*(A) generat de A si
operatorul identitate 1, in H dupa cum urmeaza:
Pentru orice f,g € C(Sp(4)) si orice @, § € C avem:
(i) @(af +Bg) = a®@(f) + PP (g); |
(i) ©(fg) = (D@ () 5i @(F) = (®())
Qi) 1OAN =1l =, ¢ gp(u)fOI;

(IV)O(fy) = 14 si ®(f,) = A4, unde f,(¢) = 15i f,(t) = ¢, pentru t € Sp(a).
Cu aceasta notatie definim
f(4) := @(f), pentru toate f € C(Sp(4)),
si 0 numim calculul functional continuu pentru un operator auto-adjunct A.

Daca A este un operator auto-adjunct si f este o functie continua cu valori reale n
Sp(4), atunci f(t) = 0 pentru orice t € Sp(A4) implica ca f(A) = 0, adica f(4) este un
operator pozitiv in H. Mai mult, dacd f si g sunt functii continue cu valori reale pe Sp(4)
atunci au loc urmatoarele proprietti importante:

(P) f(t) = g(t) pentru orice t € Sp(A), implica ca f(A) = g(A) in ordinea
operatorului B (H).

Echivalent, folosim: fie U un operator auto-adjunct pe un spatiu complex Hilbert
(H; (-;)) cu spectrul Sp(U) inclus in intervalul [m, M] pentru unele numere reale m < M si
{E; }, este familia sa spectrala.

Atunci pentru orice functie continua f: [a, b] — C, unde [m, M] < (a, b) se cunoaste
cd avem urmadtoarea reprezentare spectrala in termenii integralei Riemann-Stieljes:

(FWxy) = [ FDACEx,y)) |
pentru orice x, y € H. Functia g, ,(4) := (E; x, y) este de variatie limitatd pe intervalul
[m, M] si
.gx.y(nl —0)=0si .gx.y(M) = {x,¥),
pentru orice x, y € H. Mai departe se cunoaste ca g, (1) := (E;x, x) este crescatoare si drept
continua pe [m, M].
In acest capitol vom folosi foarte des formula
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FWx,x) = [ FDAWEx,x)), Vx € H.
Ca si simbol putem scrie
f@) = [ fDdE,.
Mai mult, m = min{A|A € Sp(U)} := minSp(U), M = max{A|A € Sp(U)} := maxSp(U)
Proiectiile {E; } ;g Sunt numite familia spectrala ale lui 4, cu proprietatile:
(@) E; = Eypentrui = A,
(b) E,,_o = 0y (operatorul nul), E,; = 15 (operatorul identitate) si E;., = E; pentru toate
AER.
in plus
E;{ = QDA(U),VR E R,
este o proiectie care reduce U CU
1 ,pentru—oco<s=4,
eals) = {0 ,pentru A < s < 400,
Familia spectrald {E; };cg determina in mod unic operatorul auto-adjunct U si vice
Versa.
Sunt oferite cateva elemente de baza.
Fie (H; (-;')) un spatiu Hilbert peste €. Un operator liniar limitat A4 definit pe H este
auto-adjunct, adica, A = A", daca si numai daca {Ax, x) € R,Vx € H, si daca A este auto-

adjunct, atunci

_ sup
141= y € . g = 11442

Fie A, B un operator auto-adjunct pe H. Atunci A < B daca si numai daca
{Ax,x) = {(Bx,x),Vx € H.
In particular, A este numit pozitiv dacia A = 0.

Notat ca
T

P:= [q::-(s) ::Zcrkskln >0,a, €EC0=k<ng
k=0

Daca A € B(H)(Algebra Banach pentru toti operatorii liniari limitati definiti pe H,
adicd din H 1n sine) este auto-adjunct, si ¢@(s) € P are coeficienti reali, atunci ¢ (A4) este auto-
adjunct, si

(DIl = max{le(D)], 1 € Sp(4)}.

Daca ¢ este orice functie definitd pe R definim

el = sup{leD)], 1 € Sp(A)}.

Dacd A este un operator auto-adjunct pe spatiul Hilbert H si ¢ este continuu si
cunoscandu-se ca ¢ (A4) este auto-adjunct, atunci ||@(4)|| = |l@]|| 4. Si dacéd @ este o functie
continua cu valori reale asa este si ||, atunci ¢ (4) si |@|(4) = |@(A4)| sunt operatori auto-
adjuncti. (din [1], p. 4, Teorema 7)

Prin urmare este valabil
eI = lllellls = sup{lleDIl, 1 € Sp(4)} = sup{le(d)

= lle(All,
care este [||@ (Al = [l (Al

Pentru un operator auto-adjunct AeB (H) care este pozitiv, exista un unic operator
auto-adjunct pozitiv B := /A € B(H) astfel incat B> = A4, care este (+/A)? = 4. Numim B
radacina patrata a lui A.

A ESP(A)} = llella
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Fie A € B(H), atunci A* A este auto-adjunct si pozitiv. Definim ,,valoarea absoluta a
operatorului” |A| = VA"A. Dacd A = A*, atunci |A| = VAZ.

Pentru o functie continua cu valori reale ¢ observam urmatoarele:
lo(A)] (valoarea absoluta functionald) =

[ eI dE, = [ J(@(W))2dE, = \[(@(A)) = |¢(A)| (operatorul valoare absolutd),
unde A este un operator auto-adjunct.
Asadar avem:
l@(A)| (valoarea absoluta functionald) = |@(A)| (operatorul valoare absoluta).
Urmatoarea provine din [3].
Spunem ca o secventd {4, }>, < B(H) converge uniform la A, daca si numai daca
lim |4, — 4]l =0,

sinotdm ca lim A, = A.

n—oo

Vom folosi inegalitatea Iui Holder-McCarthy 1967([3]), Fie A un operator auto-adjunct pe un
spatiu Hilbert H. Atunci:
(ATx,x) < (Ax,x)",
pentrutoate 0 < r < 1six € H: ||x|| = 1.
Fie A,B € B(H), atunci
1ABIl = [|AIllIB]I,
prin proprietatea algebrei Banach.
2. Rezultate principale
Aici derivam teoremele de tip Korovkin cu operatori auto-adjuncti prin inegalitati de
ti
operator-%hisha—Mond. Aceasta este 0 abordare cantitativa, studierea gradului de aproximare
a operatorului-uniform cu ratele de secventa ale operatorilor liniari pozitivi in ordinea
operatorului B(H). Vom continua in mod similar cu operatorii polinomiali importanti.
Abordarea noastra este bazata direct pe izometria lui Gelfand.
Toate functiile cu care lucram au valori reale. Presupunem ca Sp(4) € [m, M].
Fie {L,.},.en 0 secventa de operatori liniari pozitivi din € ([, M]) in sine (adica daca
f,g €) €([m, M]) astfel incat f = g, atunci L,,(f) = L,.(g)). Este interesant sa studiem
convergenta L,, — I (unic operator, adica I(F) = f,Vf € C([m, M])). Din proprietatea (i)
reiese
q}(Lnf _f) - q}(Lnf) - 'CI.')(f) - (Lnf)(A) _f(A)-
si
’ DLyl +1) = B(L,1) + O(1) = (L, 1)(A) + 15,
ultima reiese din proprietatea (iv).
Din proprietatea (iii) reiese ca
I (Lnf = Ol = IILnfIA) = FDI = ILpf = £,
si
[®(Ln1+ DIl = I(Lr1)(A) £ 1l = 1L (1) £ 11
Avem urmatoarele teoreme.
Teorema 1. (Shisha si Mond ([4]), 1968) Fie {L,,},.en 0 secventa de operatori liniari pozitivi
din C([m, M]) in sine. Pentru n=1,2,..., presupune L, (1) este limitat. Fie f € C([m, M]).
Atunci pentru n=1,2,..., avem
ILnf — flloo = NIflleolllnl = Lllos + 1L, (1) + Loy (F, pn),
1)

unde
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1
Hp = HLn((t —x)zllij.
Cu

w;(f,8):= sup |[f(x)-FfO) §>0,

xy€[m.M]
lx—v|=8

st |||l o reprezinta sup-norma peste [m, M].

In particular, daca L, (1) = 1, atunci (1) devine

R ”Ln(f) _cho = zwl(.f-ﬁ‘ln)-

Note: (i) In formarea p2, x este fix, dar t formeaza functiile t,t? pe care L,
actioneaza;

(i1) Putem gasi, pentrun = 1,2, ...,

2 < (L)) — x2||m + 2¢||(L, () (x) — me + c2|[(L, (D) (x) — 1||m,
unde,

¢ = max (|m|, |M|).
Asadar, daca presupunerile lui Korovnik sunt indeplinite, adica daca L,,(id?) 5 id?,
L, (id) Sid si L,(1) 5 1, can — o, id este aplicatia identica si u este convergenta
uniforma, atunci g, — 0, si w;(f, 1) — 0, Can — +oo, si obtinem din (1) ca
IL,.f — Flle — 0, adicd L (f) — f, can — o,¥Vf € C([m, M]).
Teorema 2. La fel ca in teorema 1. Atunci
I(Ln)(A) — FEAI = IF@NIT, DA — 1]l + [[(L(1D)(A) + 1g]|w, (f, 1),
unde
1
fhn = 1L, (€ = A)2) (A2
In particular, dacd (Ln (1))(A) = 1, atunci
) (22 (N)(A) = F@D] = 201 (f, ).
In continuare este valabil
i < (La())(A) — A2 + 2¢||(Ln () (4) — Al| + ¢2[[(L,(1))(4) — 1.

Asadar, daca (L, (t?))(4) — A2, (L,(£))(4) = 4, (L,(1))(4) — 1, uniform, can — oo.

Stabilim teorema Korovkin a operatorului auto-adjunct cu rate.

Apoi urmam [5], pg. 273-274.
Teorema 3. Fie L,,;: C([m, M]) — C([m, M]), n € N, este o secventa de operatori liniari
pozitivi, f € C([m, M]), g € €([m, M]) si este o (1 — 1) functie.
Presupunem ca {L,,(1)}, ey €ste uniform limitaza. Atunci

I(Lnf) = FIl = NFINTILR (D) — 1l + (1 + 1L (DIDwg (£, pn),

unde

wg(f, h) ==sup{|f(x) — fO)]: lglx) — g = h},
xy
h>0,cu

2 1
pn 1= (|| Lal(g — 93) Y |2
Aici ||-|| reprezinta norma suprema. Daca L,,(1) = 1, atunci (4) se simplifica in
||Ln(f) _f” = zmg(f-pn)-

La fel avem ca
pr = ILn(g?) — g*Il + 2liglllIL,(g) — gll + lgll?IIL, (1) — 1II.
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u u u u
Daca L, (1) - 1,L,(g) = g,L,(g*) — g°, atunci w,(f, p,) — 0, si atunci L,(f) — f, ca
n — 4o, Vf € C([m, M]), unde u reprezinta convergenta uniformd, asadar obtinem o

u
generalizare cantitativa a teoremei Korovkin, si clar prin L,(1) — 1, obtinem
IL, (1] < K,Vn € N,unde K > 0.
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METODE CENTRATE PE ELEV APLICATE LA MATEMATICA

Marinel Costel COSTEA
Scoala Gimnaziala nr. 1, Rabagani, profesor de matematica, costelc11@yahoo.com

Rezumat: Matematica este, intr-adevar, un domeniu extrem de important si serios in educatie si in
lume In general. De aceea, este important sd nu pierdem ocazia de a face matematica mai
atractiva si mai accesibild pentru toti. In aceastd lucrare am prezentat trei exemple de integrare a
metodelor centrate pe elev in cadrul orelor de matematica.

Cuvinte cheie: Metoda Stiu/ Vreau sa stiu/ Am invitat, metoda ,,Cubul”, metoda Ciorchinelui

Decizia privind metodele de invatare folosite pentru atingerea obiectivelor propuse
este puternic influentatd de tipul de abordare didacticd pe care il adoptim in procesul de
proiectare al lectiei. In contextul noii paradigme curriculare, se impune o revizuire profunda a
rolului profesorului de matematica in clasa si redefinirea dinamicii profesor-elev.

In cadrul noii abordari didactice, profesorul isi asuma un rol mult mai complex si
interactiv in clasa. El devine, 1n esentd, moderatorul unei dezbateri de idei ce are loc n randul
elevilor. Aceasta implicda nu doar transmiterea de cunostinte, ci si crearea unui mediu
stimulant in care elevii sunt incurajati activ sa-si exprime opiniile si sa participe la discutii.
Profesorul nu mai este doar sursa de informatii, ci si ghidul care 1i indruma pe elevi in
descoperirea si dezvoltarea abilitatilor lor individuale. Acesta ii motiveaza sa gandeasca critic,
sa exploreze idei noi si sa dezvolte capacitatea de a argumenta si sustine propriile convingeri.

Invitarea centrati pe elev reprezinti un concept fundamental in aceasti abordare
didactica. Ea presupune ca elevul este in centrul procesului de invatare si ca acesta trebuie sa
fie activ implicat in propriul sau proces de dezvoltare. Stilul de invatare devine activ si
interactiv, iar profesorul ajusteazd programul de invatare pentru a se potrivi cu ritmul de
invatare al fiecarui elev in parte. Astfel, nu existd un ritm prestabilit pentru toti, Ci Se
recunoaste faptul cd fiecare elev invata in mod diferit si in propriul sdu timp. Mai mult decat
atat, acest model educativ incurajeaza elevul sa preia responsabilitatea pentru propriile
progrese in ceea ce priveste educatia sa, facandu-l astfel partener activ in procesul de invatare
st dezvoltare.[2]

In ceea ce priveste punerea in practici a procesului instructiv-educativ axat pe tema
"Paralelograme particulare", am elaborat o serie de activitdti de invatare meticulos planificate,
avand ca obiectiv oferirea elevului unei experiente educationale cuprinzatoare:

e Valorificarea cunostintelor anterioare: In primul rdnd, am propus activititi care si
permita elevilor sa-si utilizeze cunostintele si abilitatile dobandite anterior in contextul
patrulaterelor. Aceasta implicd conectarea la ceea ce au invatat inainte si integrarea
acestor cunostinte in noul context.

e Formarea unui punct de vedere independent si argumentat: Am promovat dezvoltarea
abilitatilor de gandire critica si analitica prin intermediul activitatilor care au solicitat
elevilor sd-si formeze propriul punct de vedere cu privire la evolutia societatii si la
rolul patrulaterelor in aceasta. Elevii au fost incurajati sd-si exprime opiniile in mod
argumentat, contribuind astfel la dezvoltarea abilitatilor lor de comunicare si de
argumentare.

e Dezvoltarea abilitatilor de lucru in grup, asumarea riscurilor si responsabilitatilor,
comunicarea: Am creat oportunitati pentru elevi sa lucreze in grup, sd-si asume roluri
cu profesorul. Aceste activitati au fost concepute pentru a dezvolta abilitati sociale si
de colaborare, precum si pentru a-i incuraja pe elevi sa-si asume riscuri in procesul de
invatare.

192



STIINTE EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

In ansamblu, aceste activitati au fost proiectate pentru a crea un mediu educational
interactiv si stimulant, Tn care elevii sd poatd dobandi cunostinte si abilitdti esentiale in
contextul studiului paralelogramelor, dar si pentru a promova dezvoltarea lor ca indivizi
independenti, critici si responsabili in societate.

In continuare voi prezenta si exemplifica doua dintre metodele utilizate.

Metoda Stiu/ Vreau sa stiu/ Am invatat

Aceastd metoda, reprezintd o tehnicd educationald utilizatd in principal in faza de
introducere si dezvoltare a intelegerii unui subiect sau concept, dar si in procesul de
constientizare a elevilor cu privire la propriile lor cunostinte si intrebari legate de subiect.
Aceastad abordare Incurajeaza elevii sa reflecteze asupra a ceea ce stiu deja, sa identifice ceea
ce doresc sa afle si sd urmareasca cum isi extind cunostintele pe parcursul lectiei sau
activitatii educationale.[1]

Procesul este simplu si implica urmatorii pasi:

1. "Stiu" (Ce credem ca stim?): in aceasti etapd, elevilor li se cere si evalueze
cunostintele existente referitoare la subiectul respectiv. Aceasta poate fi realizata individual
sau prin discutii In perechi sau grupuri mai mari. Elevii noteaza ideile pe care considera ca le
detin in rubrica "Stiu". Acestea sunt informatiile sau conceptele pe care ei cred ca le cunosc
deja sau pe care le-au invatat inainte de a aborda subiectul.

2. "Vreau si stiu" (Ce vrem sa stim?): In acest stadiu, elevii noteaza intrebarile pe care
le au cu privire la subiect sau ceea ce doresc sd afle in legatura cu acesta. Aici, ei identifica
lacunele in cunostintele lor sau subiectele pe care le gasesc interesante si pe care doresc si le
exploreze. Aceste idei sunt grupate in rubrica "Vreau sa stiu".

3. "Am invatat" (Ce am invatat?): Dupa ce au studiat un text, au realizat o investigatie
sau au dobandit cunostinte noi sub indrumarea profesorului, elevii trec la ultima fazi. In
aceasta etapd, el inventariazd si noteaza ceea ce au invatat si au retinut din cunostintele noi
obtinute. Aceste idei si informatii sunt inregistrate in rubrica "Am invatat".

Aceastd metoda are avantajul de a implica elevii in procesul de Invitare si de a le
permite sa-si evalueze si sa-si dezvolte propriile cunostinte si competente intr-un mod activ si
reflexiv. Ea incurajeaza gandirea critica si stimuleaza curiozitatea si dorinta de a afla mai
mult.

Exemplu: Utilizarea metodei "S$tiu - Vreau sa stiu - Am invatat", pentru sarcina de
lucru: Ce stiti despre paralelogram?

Pasul 1: "Stiu" (Ce credem ca stim?):

In prima parte a lectiei, am inceput prin a-i intreba pe elevi: "Ce stiti deja despre
paralelogram?" Elevii au fost incurajati sd reflecteze asupra cunostintelor lor existente si sa
noteze ideile pe care le aveau cu privire la paralelogram in rubrica "Stiu". Exemple de
raspunsuri "un paralelogram este un patrulater" sau "exista diferite tipuri de paralelograme,
cum ar fi patratul si dreptunghiul".

Pasul 2: "Vreau sa stiu" (Ce vrem sa stim?):

In acest pas, am incurajat elevii si-si exprime curiozititile si intrebarile legate de
subiectul paralelograme particulare. Se poate intreba: "Ce lucruri despre paralelograme v-ar
interesa sa aflati in aceasta lectie?" Elevii vor nota intrebarile lor si dorintele lor de invatare in
rubrica "Vreau sa stiu". Exemple de intrebari ar putea include "Care sunt proprietatile unui
patrat?" sau "Cum se calculeaza aria unui romb?"

Pasul 3: "Am invétat" (Ce am Invatat?):

In ultima parte a lectiei, am prezentat continutul principal referitor la paralelogramele
particulare, inclusiv definitii, proprietdti si exemple practice. Pe masura ce lectia avanseaza,
elevii vor urmari atent si vor invata noile informatii. Dupa ce au terminat studierea
materialelor si activitatilor legate de paralelogramele particulare, elevii vor reflecta asupra a
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ceea ce au invatat si vor nota in rubrica "Am invatat" ideile si conceptele cheie pe care le-au
dobandit. Aceasta poate include, de exemplu, "Am invétat cd rombul este un paralelogram cu
toate laturile egale" sau "Am invatat cum sa calculez perimetrul unui patrat."

Metoda "'Cubul"*

Metoda "Cubul” este o strategie didactica interactiva si creativd folosita pentru a
explora mai profund un subiect sau o problema din mai multe perspective. Aceastd metoda
implica prezentarea subiectului intr-un mod tridimensional, in care fiecare "fatd" a cubului
reprezintd o altd dimensiune sau un alt aspect al subiectului. [1]

Am folosit metoda in partea de predare urmand pasii de mai jos:

Pas 1: Am impartit clasa in sase grupe de cate trei elevi;

Pas 2: Am construit un cub pe ale carui fete am notat: descrie, compara, asociaza,
analizeaza, aplica, argumenteaza,

Pas 3: Fiecare grup examineazd tema din perspectiva cerintei aflatd pe una dintre
fetele cubului:

a) Descrie! — Paralelogramul.

b) Compara! — Tipuri de paralelograme particulare

¢) Asociaza! — Asemanari si deosebiri ale paralelograme particulare cunoscute.

d) Analizeaza! — Paralelogramul.

e) Aplica! — Cunostintele dobandite prin studierea paralelograme particulare in raport
unele cu altele.

f) Argumenteazd! — Pe baza proprietdtilor paralelogramului argumentati de ce
dreptunghiul este un paralelogram.

Metoda "Cubul" oferd o abordare holisticd pentru explorarea si intelegerea subiectelor
complexe si Incurajeazd elevii sa gandeascd critic, sd dezvolte abilititi de analizd si sa
abordeze probleme din mai multe perspective.

Metoda ciorchinelui

Ciorchinele este o tehnica simpla, dar extrem de utila de brainstorming, care implica
gasirea conexiunilor logice intre idei. Aceasta metoda poate fi aplicata cu succes in diverse
contexte educationale, fie la Inceputul unei lectii pentru a reactualiza cunostintele anterioare,
fie in lectii de sinteza, recapitulare sau sistematizare a cunostintelor.[3]

Cu ajutorul metodei ciorchinelui, elevii pot intelege mai bine o anumita temd sau
continut, deoarece aceasta tehnicd pune in evidentd modul in care ideile sunt interconectate.
Prin aplicarea ciorchinelui in procesul de predare si invatare, se incurajeaza elevii sa
gandeasca liber si deschis, ceea ce poate stimula creativitatea si intelegerea profunda a
subiectului. Astfel, ciorchinele devine o metoda eficienta pentru dezvoltarea gandirii critice si
a abilitdtilor de analiza in randul elevilor.

Am aplicat metoda ciorchinelui la recapitularea unitatii de invatare "Paralelograme
particulare™, fig. 1.

Paralelogramul

Dreptunghiul

Patratul

Figura 1. Paralelograme particulare
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In concluzie, matematica este un subiect serios si important, dar nu ar trebui sa fie
inaccesibil sau intimidant pentru elevi. Trebuie sa profitim de oportunitatile de a face
matematica mai atractiva si mai interesanta pentru a-i ajuta pe elevi sa isi dezvolte abilitatile
si sd vada valoarea acestei discipline in viata lor. Astfel, putem promova o intelegere mai
profunda si o pasiune pentru matematica in randul viitoarei generatii.

Utilizarea acestor metode interactive si participative in procesul de invatare nu aduce
doar beneficii legate de intelegerea si stapanirea continutului academic, ci si multiple avantaje
in dezvoltarea personald si sociald a elevilor. Sa exploram In continuare aceste aspecte.

In primul rand, atunci cand elevii sunt implicati activ in invitare, aceasta fi antreneaza
intr-o continud participare si colaborare. Aceste abilitati sunt esentiale in societatea actuala,
care se bazeaza tot mai mult pe comunicare si interactiune. Prin lucrul in echipa si discutiile
argumentate, elevii invatd sd-si exprime ideile si sa asculte parerile altora, dezvoltandu-si
astfel abilitati de comunicare si colaborare esentiale pentru succesul lor in viitor.

Motivatia intrinseca este, de asemenea, stimulatd de aceste metode interactive. Cand
elevii sunt implicati in activitati care ii provoaca sa descopere fapte, sa aduca argumente pro
si contra sau sa rezolve probleme complexe, ei 1si dezvoltd un interes natural pentru subiectul
respectiv. Acest tip de motivatie este mai durabil si ii incurajeaza sd invete din placere, nu
doar pentru a trece examenele.

Colaborarea in echipd are un impact semnificativ asupra dezvoltdrii atitudinii de
toleranta fata de ceilalti. Elevii invata s lucreze cu colegii lor, sd accepte diferentele de opinie
si sa gaseasca solutii comune. Aceasta este 0 abilitate importanta intr-o lume diversa si
interconectatd, unde abilitatea de a colabora cu oameni cu perspective diferite este valorizata.

De asemenea, aceste metode interactive pot ajuta la reducerea stresului in mediul
scolar. Prin crearea unui mediu de invatare mai prietenos si deschis, in care elevii se simt
incurajati sd isi exprime ideile si sd isi dezvolte increderea in propriile abilitati, se poate
diminua presiunea si anxietatea legate de performanta scolara. Elevii se simt mai increzatori
in propriile capacitdti si mai putin stresati in fata provocdarilor academice.
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EVALUAREA IN INFORMATICA

Erika FURTOS
Liceul De Arte Oradea, jud. Bihor, profesor de matematica-informatica, furtoserika@yahoo.com

Rezumat: In prezent existd foarte multe modalitifi de a evalua cunostintele elevilor dar din
pdcate sunt si multe bariere. Cea mai importantd barierd in calea evaluarii celui instruit este
teama de a gresi.

Evaluarea are rol de a mdsura si aprecia in functie de obiective, eficienta procesului de predare
invdtare, raportatd la indeplinirea functiilor ei, la cerintele economice si culturale ale societatii
contemporane.

Strategia didactica cuprinde: metode/procedee de invatamdnt, mijloace de invatamant, forme de
organizare a activitdtii elevilor.In cele ce urmeazd, in prezentul articol am sd prezint pe
scurt:Obiectivele si functiile evaludrii scolare; Tipuri de evaluare; Metode clasice si moderne de
evaluare; Exemple de utilizare a metodelor moderne de evaluare; Calitdtile instrumentelor de
evaluare; Modalitati de elaborare a probelor de evaluare

Cuvinte cheie: obiective, evaluare, metode, itemi.

1. Obiectivele si functiile evaluarii scolare
1.1. OBIECTIVELE
-evaluarea obiectivelor curriculare si a strategiilor educationale utilizate in scopul rezolvarii
acestora
-evaluarea activitatii de predare-invatare, a strategiilor didactice si a metodelor de invatare
-evaluarea nivelului structurilor psihice ale elevilor
-evaluarea performantelor profesionale
-evaluarea intregului sistem de invatdmant
-informarea elevilor, a parintilor si a societdtii cu privire la rezultatele obtinute si asupra
cauzelor nerealizarii obiectivelor curriculare propuse
1.2. FUNCTIILE EVALUARII
-de constatare si explicare a rezultatelor
-de diagnosticare prin analiza factorilor
-de predictie, prin anticiparea rezultatelor si a strategei de realizare
-de apreciere calitativa si cantitativa
-de ierarhizare a elevilor
-de informare
-de perfectionare si inovare
2. Tipuri de evaluare
-evaluarea initiald- se realizeaza la inceputul unei perioade de instruire si ofera date pentru
proiectarea activitatii didactice (diagnoza si prognoza)
-evaluare continud (de progres/formativa/cumulativa)- se realizeaza pe percursul predarii
disciplinei si sunt inregistrate progresele obtinute de elevi, prin verificari cat mai frecvente, in
care sunt cupringi toti elevii clasei (conexiune inversa si formativa)
-evaluare finala (sumativa)- este 0 evaluare complexa si Se realizeaza la sfarsitul unei perioade
de instruire de ierarhizare si selectie (de certificare)
3. Metode clasice si moderne (alternative ) de evaluare
3.1 METODE CLASICE
1. probe orale (chestionar/examinare orala)- este frecvent folositd de profesori si are
avantajul ca favorizeaza dialogul, elevul avand posibilitatea sa-si justifice raspunsul, sa
participe la confruntarea de idei si opinii in cadrul clasei
2. probe scrise — sunt preferate de multi elevi si profesori pentru ca:
e asigura un grad mai mare de obiectivitate la notare
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e ofera elevilor mai emotivi, sau care gandesc mai lent, posibilitatea de a prezenta toate
cunostintele
e asigura evaluarea unui numar mai mare de elevi intr-un timp scurt
e intrebarile au acelasi grad de dificultate pentru toti elevii si verifica acelasi continut
o favorizeaza realizarea compararii rezultatelor
3. probe practice se folosesc pentru a evalua capacitatea elevilor de a aplica anumite
cunostinte teoretice 1n rezolvarea unor probleme practice, gradul de stapanire a unor priceperi
si deprinderi
3.2 METODE MODERNE(COMPLEMENTARE)
cunostinte, dar si cd dispun de priceperi, deprinderi, abilitati de a opera cu respectivele
cunostinte.
Printre aceste metode se enumera:
v' Investigatia
v" Proiectul
v" Portofoliul
v" Autoevaluarea
v" Observarea sistematica a activitatii si comportamentului elevilor
o Investigatia este o metoda complementard de evaluare prin care se obtin informatii cu
privire la capacitatea elevului de a aplica in mod original, creativ, cunostintele asimilate in
situatii noi $i variate
e Proiectul este o metoda complexa de evaluare, recomandatd mai ales in cadrul
evaluarii sumative si se poate realiza individual sau in grup
e Portofoliul este 0 metoda si un instrument de evaluare complex, integrator, flexibil
prin care profesorul urmareste progresul realizat de elev la o disciplind in plan cognitiv,
atitudinal, comportamental de-a lungul unui semestru sau an scolar
e Autoevaluarea este o metoda prin care se urmareste anregistrarea imaginii elevului,
care astfel nu se mai reduce la judecitiile de evaluare emise de catre profesor
e Observarea sistematica a activitatii si comportamentului elevilor- in activitatea pe
care o desfdsoard zilnic la clasd, profesorul obtine prin intermediul acestei metode informatii
relevante asupra performantelor elevilor din perspectiva capacitatii lor de actiune si
reactionare, a competentelor si abilitatilor de care dispun.
3.3. EXEMPLE DE UTILIZARE A METODELOR MODERNE DE EVALUARE
Exempul (Investigatia)
Disciplina: Tehnologia Informtiei si a Comunicatiilor
Clasa: a 1X-a
Obiective: Descoperirea functiilor matematice in Ms Excel
Enunt: Descoperiti cel putin 5 functii matematice in Ms Excel
Realizati o documentatie in care sa precizati functiile, sintaxa lor si cate un exemplu.
Barem de corectare si notare:
Se acorda cate 2 puncte pentru fiecare functie descoperitd — 1 punct pentru sintaxa si 1 punct
pentru exemplu.
Total 10 puncte.
Exempu2 (Proiectul)
Disciplina: Tehnologia Informtiei si a Comunicatiilor
Clasa: a IX-a
Obiective: Utilizarea facilitatilor Ms Word pentru realizarea unei aplicatii web
Tema proiectului:Prezentarea individuala a elevilor printr-o aplicatie web folosind Ms Word
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Cerintele proiectului:
a) Realizarea structurii aplictiei web
b) Cel putin 3 pagini, de exemplu: - date personale, poze, hobby- uri
¢) Documentatie
Termen de realizare: 1 semestru
Barem de corectare si notare:
Din oficiu: 1 p
a) Tehnoredactarea documentatiei 4 p
-2 puncte structura aplicatiei
-2 puncte explicatii privind realizarea aplicatiei
b) Aplicatia web (predata pe CD) Sp
-1 p pentru realizarea legaturilor intre paginile aplicatiei
-1p pentru diversitatea de obiecte utilizate- tabele, diagrame etc.
-1p pentru originalitate si creativitate
-1 p pentru cele 3 pagini realizate (sau mai multe)
-1 p pentru prezentarea aplicatiei

Exemplu3 (Portofoliu)
Disciplina: Tehnologia Informtiei si a Comunicatiilor
Editorul de text Ms Word (portofoliu realizat pe parcursul clasei a 1X-a)
Obiective:
- Cunoasterea notiunilor elementare de operare si utilizare
- Utilizarea diferitelor operatii de formatarea docunentelor
- Utilizarea avansata a editorului de text prin inserarea de simboluri, imagini, diagrame,
tabele etc.
- Cunoasterea diferitelor modalitati de tiparire ale unui document
- Cunoasterea tehnicilor de tehnoredactare
Continutul portofoliului
- Teste si lucrari scrise
- Fige de laborator (pe CD)
- Fise de laborator listate
- Fise de lucru cu comenzile cele mai importante
- Proiect realizat in grup —de exemplu revista scolii- pe CD si listata
- Referat despre realizarea aplicatiilor web in Ms Word
- Fisd de observare a profesorului privind implicarea in activitati si discutii
- Fisd de autoevaluare a elevului

Criterii de evaluare:

Continut portofoliu Punctaj

Continut CD 2 puncte

Referat despre aplicatii web 1 punct

Proiect- Revista scolii 2 puncte

Fiecare fisa 0,5 puncte (maxim 3 puncte)
Oficiu 2 puncte

Total 10 puncte

Exemplu4 (Observarea sistematica)
Model de fisa de obsevare:
e Date generale despre elev( nume, prenume, varsta, climat educativ, conditii
materiale, particularitati sociocomportamentale
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e Particularitdti ale proceselor intelectuale(gandire, limbaj, imaginative,
memorie, atentie, spirit de observatie etc.0
Aptitudini si interese manifestate
Particularitati afectiv motivationae
Trasaturi de temperament
Atitudini si relationare(cu sine nsuti, cu material studiata, cu colegii)
Consideratii privind evolutia aptitudinilor atitudinilor, intereselor si nivelul de
integrare
3.4 CALITATILE INSTRUMENTELOR DE EVALUARE
1. Validitatea este data de precizia, acuratetea cu care instrumentul/testul masoara ce si-a
propus sa masoare
2. Fidelitatea reprezinta acea calitate a unui test de a produce rezultate constante in urma
aplicarii sale repetate in conditii identice, aceluiasi grup de elevi
3. Obiectivitatea reprezinta gradul de concordanta intre aprecierile facute de evaluatori
independenti asupra raspunsurilor pentru fiecare dintre itemii testului. Testele cu grad cel mai
ridicat de obiectivitate sun cele standardizate.
4. Aplicabilitatea desemneaza calitatea testului de a fi administrat si interpretat cu usurinta
4. Modalitati de elaborare a probelor de evaluare
Itemul reprezinta cerinta formulada (sarcina de lucru, intrebarea) si raspunsul asteptat din
partea celui evaluat.
1. Itemi obiectivi-testeaza cunoasterea, intelegerea si aplicarea cunostintelor dobandite
Caracteristici: -evalueaza un volum mare de continut;
-necesita explicatii la Tnceput; timp scurt de raspuns;
-asigura obiectivitatea notarii
-itemi cu alegere duala (caz particular/special al itemului cu alegere multipla)
Acest tip de item solicita elevului asocierea unuia sau mai multor enunturi cu una dintre
alternativele:corect-gresit, adevarat-fals, da-nu
-itemi de tip pereche (de asociere)
e Acest tip de item solicita elevul sa realizeze corespondenta intre cuvinte, simboluri
conventionale, limbaj grafic conventional, diagrame, dispuse pe coloane
e Verificd abilitatea de a relationa elementele, lucrurile, poate fi interdisciplinar
-itemi cu alegere multipla
e Acest tip de item cere elevului sd aleaga raspunsul corect dintr-o lista de raspunsuri
posibile.
e Se recomanda pentru masurarea cantitatii cunostintelor acumulate de elevi.
Orientarea profesionald in raport cu evolutia tehnologiilor si cu dinamica pietei muncii este un
obiectiv major care indica perspectivele pe care le deschide curriculum-ul la decizia scolii
2. Itemi semiobiectivi
e cere elevului sd elaboreze un raspuns in totalitatea lui sau o completare a unei afirmatii
astfel incat aceasta sd capete sens si valoare de adevar.
Caracteristici: -raspunsul este limitat ca spatiu;
- elevii construiesc raspunsul;
-notarea se realizeaza cu usurinta si este obiectiva;
-nu se verificd competente complexe
-itemi cu raspuns scurt
e Solicitd din partea elevului completarea unei informatii print-un cuvant sau grupuri de
cuvinte (proprozitii).
-itemi de completare
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e Se pot completa 1-2 cuvinte,intr-un spatiu care nu trebuie sia fie la inceputul
proprozitiei si se pot completa desene lacunare, scheme incomplete.
-intrebari structurate
e Reprezinta itemi formati din mai multe intrebari de tip obiectiv sau semiobiectiv legate
intre ele printr-un element comun.
3. Itemi subiectivi (cu raspuns deschis)
e testeaza obiectivele ce au in vedere originalitatea, creativitatea si contributia personala
in formularea raspunsului.
Caracteristici: -usor de construit
- evalueaza capacitati de nivel superior
-evaluarea este subiectiva si necesitd scheme de notare complexe
- corectarea solicitad timp.
-itemi de tip rezolvare de problem
e 11 pun pe elevi Intr-0 Situatie noua, ineditd, pentru care nu au o solutie predeterminata
-itemi de tip eseu
e Prin acest tip de item se verifica capacitatea de exprimare personald in scris precum si
de a interpreta date si a propune o aplicare practica a acestora.
Eseu structurat unde elevul furnizeaza raspunsul in functie de un set de cerinte.
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TEOREMA LUI ROLLE

Anca Eugenia GAVRILAS

Liceul Tehnologic ,, Felix,, Sdnmartin, jud. Bihor, profesor de matematica, gavra_anca@yahoo.com

Rezumat: Teorema lui Rolle este o teoremd enuntatd prima oard de Michel Rolle in 1691. In acest
material ne propunem sa venim cu cdteva idei mai accesibile pentru a putea fi mai pe intelesul
elevilor in studiul unor functii ce pot fii Rolle, studiul functiei daca i se poate aplica teorema lui
Rolle, aplicatii al teoremei lui Rolle, consecinge ale teoremei lui Rolle .

Cuvinte Cheie : Functie Rolle. Teorema lui Rolle, Sirul lui Rolle.

Functia Rolle
Fie f:[a;b] — [ o functie continua pe [a;b] si derivabila pe (a;b) atunci f se zice ca este
functie Rolle.

Exemple : Sa se studieze daca urmatoarele functii sunt Rolle
a) f:[0;3]>0;f(x)=3x"—x+2

Functia f ( functie polinomiald) este continud si derivabild pe [ ca functie elementard,ceea
ce Inseamna ca f este continua pe [0; 3] si derivabila pe (0; 3); [0;3] < [
Astfel functia f este functie Rolle
2x* +5x+4,x€[-10
b) fi[-L4]—>0;f(x)= c[-L0]
5x+4,x € (0;4]
Functia f este continua pe [-1;4]-{0} si derivabila pe (-1;4)-{0} ca functie elementara
Studiem continuitatea functiei Inx=0
1,(0) =lim f (x) = Iirr(}(2x2 +5x+)=4
x=<0 x=<0
l;(0)=lim f(x) =lim(5x+4) =4
o o
f(0)=4
I.(0)=1,(0)=f(0)= f continua in x=0
= f continua pe [-1; 4]
Studiem derivabilitatea functiei in x=0
_ 2 _ 2
£(0) =lim f(x)— f(0) 2X° +5x+4-4 2X +5x:Iim X(2x+5)

=1lim =lim =lim(2x+5) =5
x—0 X— x—0 X x—0 X x—0 x—0
x=<0 x=<0 x=<0 x=<0 x=<0

f(x)—f(O):“m5x+4—4 5x

f.(0) = lim =lim==5
x—0 X — x—0 X x—=>0 X
x>0 x>0 x>0

f.(0) = f,(0) =5=> f este derivabild in x=0
= f este functie Rolle

Teorema lui Rolle
Fie f :[a;b] >0 o functie ce satisface urmatoarele proprietati :
1) fcontinua pe [a; b]
2) fderivabila pe (a; b)
3) f(a)=f(b)
Atunci 3 ce(a;b) ai f(c)=0
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Exemple : 1. Sa se studieze daca urmatoarei functiei i se poate aplica teorema lui Rolle si in
caz afirmativ, aplicati teorema.

f:[-L3]; f(X)=x*-2x+3

f continua pe [ -1; 3] si derivabila pe (-1; 3) ca functie elementara
f(-)=(-1)°-2(-1)+3=1+2+3=6

D =(-D"-2(-1) L (D)= (@)

f(3)=3"-2-3+3=9-6+6=6

Functiei f i se aplicd teorema lui Rolle ceea ce face si 3 ce(-1;3) ai. f (c)=0
f'(X)=(x*—2x+3) =2x-2,Vxe (-13)

f(c)=2c-2

f(c)=0

2c-2=0

2c=2

c=1e(-13)

c=1

ax’ +bx+2,xe[L; 2
2. Determinati a,b,c e[l pentru care funcsiei f :[1;5]—0; f(X)= +hx+2,xell,2]
cx+4,x€[2;5]

sd 1 se poata aplica teorema lui Rolle.
Pentru ca functiei f sa i se poata aplica teorema lui Rolle :
f sa fie continua pe [1; 5]
f sa fie derivabila pe (1; 5)
f@Q)=1(0)
L(2) = Iirr; f(x)=lim(ax®* +bx+2)=4a+2b+2
X=<2
1,(2) = Iin; f(x)= Iirrzy(cx+4) =2c+4
X>2 X>2
f(2)=2c+4
,(2)=1,(2)=1(2)
4a+2b+2=2c+4
4a+2b—2c|:2
c=2a+b-1
ax’ +bx+2,xe[L;2
FL5] >0 f(x) =& TRXF2XE[L2) f(2)=4a+2b+2
(2a+b-1)x+4,xe[2;5]
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0
_ 2 _ _ _ 2 _ _ —
fs'(2):limf(x) f2)="max +bx+2-4a-2b 2=“max +bx—4a 2b=.l= im2aX+b:4a
2 X—2 X2 X-2 X0 X—2 IH o
0
fd‘(z):|imM:|im(za+b—1)x+4—4a—2b—2:Iim(2a+b—1)x—4a—2b+2: 0
X2 x=2 7 x-1 I'H
_lim 220l _oaipa
w1
f,(2)=1,(2)
4da+b=2a+b-1
2a=-1
1 1
a=—5:>c=2a+b—1=2(—§)+b—1=—1+b—1=b—2
c=b-2

f(l):a-12+b-l+2:a+b+2:—%+b+2:b+g

f(5)=5c+4=5(0-2)+4=50-10+4=5h—6

f@Q)= 1)
b+§=5b—6
2
ap-—6-3
2
T
2
bol® Lop_p 1d 5, 15716 1
8 8 8 8
a:—l,b=E' —_1
2 8 8

Aplicatie a teoremei lui Rolle
Fie f:0 ->0; f(X)=(x-D)(x—2)(x-3)(x—4)+1
Demonstrati cd derivata functiei f are toate radacinile reale
Consideram f :[1,2] »>[; f(X) =(x-D)(x—2)(x-3)(x—4) +1
f contiunua pe [1;2] si derivabila pe (1;2) ca functie elementara si in plus
f(1)=f(2)=1 = conform teoremei lui Rolle ca 3 ce(;2) a1. f'(C) =0 say astfel spus

f (X) are o radacini in intervalul (1;2)
Pe baza aceluiasi principiu se arata ca f'(X) are radicina si in intervalele (2; 3); (3;4)
Astfel  (X)are cel putin 3 ridacini reale si cum grad f =4 = grad f=3 =f(X are3
radacini

= f (X) are toate radicinile reale.

Consecintele teoremei lui Rolle
Fie f :D—>0U(D <)o functie derivabila
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C1. Daca X <X, sunt radacini ale functiei f (X)

radacinad a derivatei functiei.
C2. Dacd % < X, sunt doud radacini consecutive ale lui f (X)atunci in intervalul

(X,; %,) existd cel mult o radacini a functiei f(X)

vvvvv

cel mult o radacina a functiei respective.
Consecinta 2 genereaza ,, sirul lui Rolle’’ fiind o metoda prin care se determina de cele mai
multe ori numarul radacinilor unei functii derivabile.

Exemplu 1. Fie functia f :0 —[0; f(X) =x*=3x* ~9x+1. Determinati numarul radacinilor
functiei f.
f:0->0;f(x)=x>-3x*-9x+1
f(x)=(x*-3x* —9x+1) =3x*—6x—9=3(x*—2x—3)
f(x)=0
3(x*-2x-3)=0
x> —2x-3=0
A=4+16
=1
%z _{xz =3
lim f(x) = lim (x® —=3x* =9x—1) = —0
lim f (x) = lim(x* —=3x* =9 1) =+

f(-1) = (-1 -3(-1)2-9(-1) +1=-1-3+9+1=6
f(3)=3"-3-37-9.-3+1=27-27-27+1=-26

Sirul lui Rolle este : —+—+ si atunci functia f are 3 radicini
X, € (—0;=1); X, € (=1, 3); X, € (3;+0)

Concluzie : f are 3 radacini

Exemplu 2 . Fie ecuatia : In=x+1 Determinati numarul solutiilor reale ale ecuatiei.
Inx=x+1

Inx—x-1=0

Consideram f :(0;+0) >0 ; f(x)=Inx—x-1

£ 0 =(nx—x—1) =L_1=1=X
X X

f(x)=0

1-x_,

X

1-x=0

X =1¢€ (0; +o0)

Iing f(x)= Iirrg(ln X—X—1)=—w0

x>0 x>0
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In x

nx_y 1
X X

lim f (x) =lim(In x—x—-1) = lim x(
X—>0 X0 X520
f@)=In1-1-1=0-2=-2

Sirul lui Rolle este —— —, ceea ce Inseamna ca functia f nu are radacini si implicit ecuatia
f (X) =0nu are solutii reale ( nu are solutii in (0;+%)).

Ecuatia INX=X+1 nu are solutii.

BIBLIOGRAFIE
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FUNCTIILE INTEGRALE EULER

Cristina GHEORGHIAS

Studenta anul III, Matematica, Facultatea de Informatica si Stiinte, Universitatea din Oradea,
gheorghias_cristina@yahoo.com

Rezumat: [n aceastd lucrare se prezintd integralele lui Euler - functiile beta si gamma, care sunt
integrale improprii cu parametru real, de o importanta deosebitd.
Cuvinte cheie: functiile beta si gamma, integrale improprii cu parametru real

In aceasta lucrare sunt prezentate buna definire a functiilor beta si gamma si proprietatile
acestora. Pentru Inceput se prezinta notiunea de integrala improprie.
Definitia 1: [1] Fie f definita pe [a,o0) si integrabild pe [a,b], Vb > a. Limita

b . s 5 e e

11im ja f(x)dx, finitd sau infinitd, se noteazi f: f(x) dx. Daci limita este finitd, integrala
—* 00

este convergenta sau f(x) este integrabild pe [a,o0). Daca limita este infinitd sau nu exista,

integrala este divergenta.
Analog se introduc integralele:

b b
[ f(x)dxzal_iilz}m[ flx)dx

+oo b
[ f(x)dx = alj}glmf fx)dx
- b—+oo 0
Teorema 1: [1] Daca f (x) admite primitiva F(x) pe [a, o), atunci:
[ fG)dx =F (@) — F(@ = F(0) | .
unde F(o0) = ;EL_}H;D F(x).

Teorema 2: [2] Integrala improprie cu un parametru real I'(n) = jumx"‘l e “dx existd si
este convergentd pentru orice n > 0. I': (0,90) — R se numeste functia gamma a lui Euler.

Demonstratie:
Fie g(x) = x"1e ™. Alegem ¢ = 1.
Pentru orice x € (0,1] avem 0 < g(x) = x™!

Lon-tig, =51t
Jy x dx =—-| =7 pentrun >0

= j{0.1] g(x)dx este convergenta.

Teorema 3: [2] Proprietatile functiei gamma sunt:
) (1) =1;
i) T(n+1)=n-I'(n),vn > 0;
ifMa+n)=(a+n—-1)-(a+n—-2)-...-(a+1)-a-T'(a),Va,n > 0;
iv) T(n+ 1) = n!,VneN;
V) T(a) T(l—a) = ——,V0 <x< 1.

sin{mea)
Exemplul 1: [3] Calculati integrala: fﬂm xP-e ™ dx

Se efectueaza substitutia: ax =y < dx = %a’y
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o0 1 o0 WD
f xP-e ™ dx :—[ (3;) e Ydy =
0 alp *a

* 1
:al”lf yPe Vdy = apﬂr(p +1),p+1>0
Q

Exemplul 2: [3] Calculati [~._e™*" dx
r(g)r(i-3)=2
2 2 sing
1\1° 1
rG)| =m=r(z)=v=

Se efectueazd schimbarea de variabila t = +/x
x =t? < dx =2t-dt

1 (=]
r (—) = [ tl et 2tdt = 2[ et dt
2 0 Q

[+4] [+ 4] T
=='2J- e_tzdt:ﬁc‘»[ e_xzdx:g
0 0

Deoarece functia f:R — R, f(x) = e *" este pard, deducem ci:

[ e_xzd}::?.'f e_xzdxzxf_n
—n 0

Teorema 4: [2] Integrala improprie cu doi parametri reali

1 o 5 . .
B(m,n) = jo x™~1- (1 — x)" 1dx existd si este convergentd pentru orice m > 0 si n > 0.
Functia B: (0, 9) x (0,90) — R se numeste functia beta a lui Euler.

Demonstratie:
Fie h(x) =x™ 1+ (1 —x)" !
flh(x)dx :ﬂ 1 (-0 _1.?
0 m
Vom ardta cd Vx € (0,1), x™ - (1 —x)" ! < 2h(x) si teorema rezultd din criteriul
comparatiel.
Daca x € (0.%], atunci 0 < ﬁ < 2deci x™™1-(1 —x)" ! < 2x™"1 < 2h(x); iar daca

0 =n 10 m n

x € (3. 1), atunci 0 < x™ 1 =2 < 2 deci:
2 X
xM (1 —x)" = 2(1 —x)" ! = 2h(x)

Teorema 5: [2] Proprietatile functiei beta sunt:
) B(m,n) = B(n,m), Vm,n > 0;

1

i) B(m,n) = jomm du,Vm,n > 0

1ym—ipyn-1

i) B(m,n) = [ Wdu.‘v’m.n >0
iv) B(m,1) = % VYm > 0;
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V) B(m,n) =
vi)  Blan) = i Vn € N*,Va > 0
! (a+n—-1){a+n—2).{at1)a’ !
N  (m=1)k(n-1)!
vii)  B(m,n) = ntnDl ,Vmn €N
_ Tim)r(n)
viii) B(m,n) = e ,¥m,n > 0.

Exemplul 3: [4] Si se calculeze integrala: f =—— _zm
s X

X _ _2 __d _ 1
L pa— xz(l—x)_L x 3(1—x)73 x-L
1
B(m,n) = J- x™ 1 (1 —x)" ldx, Ym,n >0

0
1

m :§;n :§;m +n=1
Dar se stie ca B(m,n) = I"[m]-l"{n}' vm,n > 0
K r{m+n)

1o 2 12
= 37-(1—x)3tdx = B(— —) =
J;] x3 ( x)3 “dx 3'3

=) )

Stim de asemenea ca (@) - (1 — a) = V0 << 1

sn{ o)’

m m ‘J'_TI
1) Q) -rG) (-5 -G

Exemplul 4: [4] Sa se calculeze integrala: fﬂ 1+1 —dx

Se efectueaza schlmbarea de variabila: x™ =t

1 1
X =tn < dx ——tn ldt
n

1
:[m ! d —IIMtﬁ_ dt =
o 1+x™ x_nol t N

_13(11_1) 1_F(%:)l'r(1—%):

n \n’ n

r) (o)

n-T(1)

4-

Exemplul 5: [3] Si se calculeze integrala: jﬂ de

m—
Se utilizeaza proprietatea ii): B(m,n) = fm -

0 Wd!t ‘v’mn>0
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o s © 2
L (x fl)z [ “1)2

N s
m —4 J’H—4

m+n=2:v1+n=2:-n=1

. . _ r(m)T(n) B r(f‘;}r{z}
Din proprietatea viii) B(m,n) = Tt Ymn=>0=8B (4 ¢) =t
DarT(2)=1-T(1)=1

=33 =r(3) (0
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iNVAIAREA MATEMATICII FOLOSIND E-LEARNING
Monica Florina HENES

Scoala gimnaziala “Ovidiu Drimba” Lugasu de Jos, Bihor , profesor de matematica ,
henesmoni@yahoo.com

Rezumat: Societatea noastra se confrunta in zilele actuale cu schimbari profunde datorate
intensitatii inserarii noilor tehnologii digitale. Aceastd situatie Ii avantajeazd pe angajatii cu
inalte calificari si competente TIC si ii dezavantajeaza pe cei care nu le au. Ca urmare, trebuie sa
combatem decalajul dintre educatie si piata muncii, introducerea e-learningului sda devind o
strategie preponderenta, astfel ca elevii sa aiba sansa de a se orienta catre cerintele pietii muncii.
Cuvinte cheie:e-learning, sincron ,asincron , platforma educationald , aplicatii digitale.

,,Daruirea si iubirea sunt calitati care dau greutate actului educativ”’-Constantin Cucos
INTRODUCERE
In sectorul educational e-learningul este conceput ca fiind un set de instructiuni

transmise prin intermediul unui dispozitiv digital, cum ar fi un calculator sau o unitate mobila,
care este destinat sd sprijine formarea si care trebuie sa Indeplineasca o serie de conditii, cum

ar fi:

includerea de continuturi si cunostinte relevante pentru obiectivele educationale
Propuse;

utilizarea elementelor media pentru livrarea continuturilor: cuvinte, imagini, sunete,
animatii, film;

utilizarea metodelor de instruire consacrate, cum ar fi: demonstratia si exemplificarea,
simularea, exersarea si feedbackul pentru sprijinirea invatarii;

existenta unei componente de evaluare si verificare a cunostintelor dobandite;
posibilitatea Tmbracarii unei forme de Invatare la distanta sprijinita de un tutore/trainer
sau un profesor (e-learning sincron) sau poate fi conceput pentru studiul individual in
ritm propriu (e-learning asincron);

ajutarea cursantilor (elevilor, studentilor) sa 1isi construiascd noi cunostinte si
competente legate de obiectivele de 1Invatare individuale sau imbunatatirea
performantei organizationale. [2]

E-learning reprezinta un mediu de Invatare care utilizeaza tehnologiile informatiei si

comunicatiilor ca si platforma pentru activitati de predare si invatare. E-learning-ul, cu o
tehnologie ce necesita folosirea retelei Internet si instrumente esentiale (dispozitive digitale:
laptop, calculator, tableta, telefon inteligent) pentru a genera diferite materiale educationale
are scopul de a educa cursanti si de a administra cursuri si 1si are radacinile in invatdmantul la
distantd fiind agreat de catre cursantii adulti din cadrul invatamantului superior.

E-learning-ul este flexibil din punctul de vedere al timpului si locatiei, mareste

eficacitatea cunostintelor si abilitdtilor permitand astfel accesul la o cantitate mare de date,
imbunatateste colaborarea si intareste relatiile de sustinere a invatarii. [3]

E-learningul poate fi:

on-line sau off-line;

sincron sau asincron;

instruire asistatd de un calculator sau de dispozitive digitale miniaturizate (m-learning ,
mobile learning);

la distantd sau fata in fata;

legat de internet sau prin satelit (de exemplu, tele-learningul);

prin retele de calculatoare interconectate (intranet);

dispozitive de stocare a informatiilor (de exemplu CD-ROM, DVD-ROM, SSD).
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In Roménia, conceptul de e-Learning a patruns destul de repede, dar foarte putini
specialisti au inteles semnificatia profunda a acestei tehnologii in educatie si in formarea
continud. Pionieri ai utilizdrii tehnologiei e-learning in educatie se aflau in cateva
universitati din Romania si in cateva firme de IT-Software ce colaborau cu unele firme din
strdinatate. S-au realizat progrese semnificative abia dupa anul 2000, cand aceste
schimbari si-au produs efectele. Astfel, in acea perioada s-au evidentiat influentele si
impactul tehnologiilor Web asupra sistemului de invatamant. Dupa anul 2000, cand s-au
extins si dezvoltat tehnlogiile Web 2.0 si Learning 2.0, s-au abordat programe si proiecte
legate de strategii de dezvoltare si formare, management de proiecte, lucru in echipe,
metodologii de implementare dupa standarde internationale.[6]

Criza sanitara provocata de pandemia Coronavirus a plasat procesul didactic si in spatiul
online dupa cum ne arata si cateva Ordonante de urgenta care au aparut in Legea Educatiei
nr.1/2011 varianta actualizata, ca de exemplu: TITLUL VII

ART. 1 (1), (2), (3), ART. 2 (1), (2), (3), (4), ART. 3, ART. 5, ART. 8 etc.

MATERIALE , MIJLOACE SI METODE

In zilele noastre existd multe instrumente si aplicatii care permit elaborarea rapida a
unor resurse educationale interesante care pot facilita Tnvatarea matematicii de catre elevi si
pot eficientiza predarea. Amintim aici platformele educationale si aplicatiile digitale.

Profesorul universitar doctor lon Albulescu in lucrarea sa “e-didactica” defineste
notiunea de platforma educationala ca: “un soft complex care permite gestionarea unui
domeniu prin crearea ori editarea de lectii interactive sub forma unor jocuri educationale.
Aceasta ofera mai multe tipuri de servicii, cum ar fi crearea unor clase virtuale, distribuirea
unor materiale in format electronic, crearea unor lectii interactive Utilizand tabla virtuala
sau crearea unor legaturi permanente prin postarea temelor si acordarea feedbackului
imediat, in scris sau vocal. Totul se poate face de la distanta, dar cu eficienta garantata,
prezentarea fiind una ineditd depinzand de imaginatia profesorului. Interesul elevului este
starnit in permanentd, iar invatarea este una activa”.[1]

Pe de alta parte, aplicatiile digitale sunt programe prin care se pot crea materiale
virtuale sau prelua materiale virtuale. In cadrul acestor aplicatii cadrul didactic are
posibilitatea de a-si gandi materialul sau jocul intr-o maniera personald, interactiva si adaptata
temei dorite. Astfel sunt puse la dispozitie o serie de instrumente care propulseaza materialul
realizat la un nivel Tnalt.

Voi exemplifica cateva platforme care sunt foarte eficiente in actul didactic:

a) platforma G Suite for Education-Google Classroom

b) platforma Microsoft Teams

c) platforma Moodle (Modular Object-Oriented Dynamic Learning Environment)

d) platforma Wordwall

Mai amintim aici platforma Canva (platforma de design grafic), Easyclass, Eduboom
respectiv niste platforme romanesti Digitaliada si Intuitext (care au subcategorii separate
pentru ciclul primar Scoalalntuitext.ro cat si pentru gimnaziu ExamenulTéu.ro).

Din multitudinea de platforme care existd voi enumera cateva care au cursuri de
matematica:

- Intuitext ExamenulT&au (pentru pregdtirea Evaluarii Nationale);
- 123edu (pentru ciclul primar);

- Wordwall (pentru toate nivelurile);

- Kidibot;

- Sabaki Courses (pentru liceu);

- Multiplication.com;

- Khanacademy,
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- AEL ,produs de firma SIVECO etc.
Resursele educationale le cream cu ajutorul aplicatiilor digitale eficiente, care

antreneaza copiii si le aduce placerea invatarii in mediul online. Exemple:

aplicatia Kahoot (aplicatie de teste interactive),

aplicatii de gen puzzle:I'm a puzzle, Jigsawpuzzles, JspuzzIes;

aplicatii de jocuri:Toy Theater;

aplicatii de creare de carti/biblioteci virtuale: Book Creator,

aplicatii de creere de video-uri: Doodly;

aplicatii pentru invatarea limbilor straine: Duolingo,

aplicatii cu harti: History, maps of world;

aplicatii de conventire al unor documente in pdf: iLovePDF;

aplicatii de matematica (pentru algebra, geometrie, analizd matematica, trigonometie
sau statisticd) Geo Gebra, PhotoMath, Math is fun, Math_Aids , Wizer.me etc.

In procesul educational se mai utilizeazd enciclopedia online libera Wikipedia,
serviciul video Youtube, programul PowerPoint respectiv site-ul manualedigitale.ro
care este o pagina al Centrului National de Politici si Evaluare in Educatie.
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PAS! DE REZOLVARE

Rezolva ecuatia
3x+5-0

Rezolvd fn functie de x

5
X=-=
3

x=-1§, x=-16

PASI DE REZOLVARE
Rescrie ecuatia

3x+5=0
Rescrie in forma standard

3x==5

PASI DE REZOLVARE
Panta dreptei

x 2=(0.2-x)(0.2+%)
0,01=(3a-0,)(3a+0.)

OVIl-alMatematica/UySDLBHUVCIEVESVRP/

REZULTATE SI DISCUTII

Scoala noastrd a primit (printr-un Proiect cofinantat din Fondul European de Dezvoltare
Regionala prin Programul Operational Competitivitate 2014-2020) in fiecare sald de clasa
cate o tabla interactiva Evoboard, un computer Lenovo, fiecare elev cate o tableta Pritom (cu
cartela Vodafone de internet activd 2 ani) si respectiv fiecare diriginte/ profesor un laptop
marca Allbook. Tablele smart functioneaza cu programul DrawView, iar
calculatoarele/laptopurile au instalate programele PowerPoint, Excel, Word, lucreaza in PDF
si sunt conectate la retelele wifi ale scolii (RDS si Romtelecom). Tabletele elevilor au fost
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preluate prin semndturd de catre parinti in cadrul unei sedinte cu parintii unde fiecare clasd a
decis daca acestea se iau acasa sau nu (caz in care ele au fost depozitate in dulapul
colectivului si sunt folosite doar sub supravegherea unui cadru didactic).

Platforma folosita de scoala noastra este platforma G Suite for Education-Google
Classroom. Fiecare profesor si-a creat clase virtuale pentru propria discipling, le-a
personalizat cu imagini specifice materiei predate sau chiar cu fotografia elevilor, si-au ales
un nume pentru clasa digitala si au inceput sa invete impreuna diferite subiecte pe care le
incéarca (conform orarului) cadrul didactic. Lectiile erau fie documente Word sau PDF, fie
filmulete de pe Youtube, imagini, prezentari Power Point, link-uri care duceau la diferite
jocuri sau aplicatii sau discutii cu profesorul si colegii de clasa. Orele corespunzitoare
materiilor de examen erau 100% in regim sincron cu prezentd obligatorie si cu camera
pornitd. Elevii puteau sd puna intrebari personal sau in scris in flux, sa isi incarce temele,
pozele, materialele audio-video aferente sarcinii de lucru. Rezultatul evaludrii era afisat in
sectiunea Note sub forma de valoare numerica de la 1 la 10 sau ca procent de indeplinire al
activitatii.

Dupa revenirea la predarea cu prezenta fizica, am inceput sa folosim din nou metoda
blended-learning sau invatarea mixta. Cercetatorii Horn si Staker definesc invatarea mixta ca:
“un program de educatie formala in care elevii/cursantii invata partial online, cu unele
elemente de control pe care le are cursantul asupra timpului, locatiei, traseului de invdtare
si/sau a ritmului.” [5]. In strategia didacticd au fost introduse filmulete de pe canalul Youtube
(de exemplu in cadrul lectiilor de comunicare de noi cunostinte), prezentari PowerPoint (de
exemplu in cadrul lectiilor de tip prelegere), aplicatiile Geogebra si PhotoMath pentru fixare
si sistematizare , videoclipuri cu experimente la lectiile de laborator pentru formarea de
priceperi si deprinderi, aplicatiile Kahoot si exercitiile de pe platforma Wordwall pentru
repetare curentd sau pentru verificare si aprecierea rezultatelor, lectia fiind in acest caz una de
evaluare prin programe computerizate. Foarte des folosim si manualele scolare sub forma de
continut digital deoarece ele contin atat filme de predare, cat si planse de memorare, probleme
rezolvate in pasi, teste propuse care se corecteaza automat precum si inregistrari vocale cu
citirea si pronuntia corectd al termenului respectiv.

CONCLUZILI:

Tehnologia este toatd acea solutie, dezvoltare sau cunoastere care faciliteaza viata in
societate. Si in ultima jumatate de secol, progresele tehnologice au fost atat de indelungate,
incat chiar ne-au modificat modul de a trii, comunica si relationa.in acest sens, tehnologia a
adus mari avantaje pentru dezvoltarea sociala, dar si dezavantaje care sunt exprimate
individual si colectiv. Acestea sunt unele dintre ele:

Avantaje :

- creand cultura educatiei permanente in e-learning reducem costurile instruirii

- accesul gratuit al elevilor/profesorilor la resursele /mijloacele digitale si tehnice ale scolii
- independenta geograficad, mobilitatea

- metode pedagogice diverse

- prezentare concretd, concisa, selectiva si coerentd a continuturilor educationale;

- utilizarea platformelor digitale si aplicatiilor imbunatatesc vocabularul limbilor straine si al
notiunilor tehnice, digitale

- oferta educationala adaptatd la noile nevoi ale pietii muncii

- accesul mai bun al cadrelor didactice la informatii

- sprijinirea elevilor din medii sociale defavorizate

- individualizarea procesului de invatare

- timp redus de studiu

- interactiuni sincrone $i asincrone.
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Dezavantaje:
- necesita experientd In domeniul utilizarii calculatoarelor
- 1n cazul invatarii exclusive on-line nivelul de absenteism este ridicat sau chiar
daca elevii sunt prezenti nu isi pornesc camerele la PC si astfel profesorii nu 1i
pot verifica, supraveghea si apare astfel incertitudinea implicarii elevilor;
- slaba conexiune la internet si la reteaua de curent electric in anumite zone
geografice
- nesiguranta cibernetica
- dozarea neadecvata al activitatilor sincron si asincron
- destructurarea relatiei profesor-elev, elev-elev;
- dependenta de internet
- 1n cazul folosirii excesive, nemoderate al echipamentelor digitale pot aparea
efecte negative asupra sandttii cum ar fi reducerea somnului cu pana la 25 de
minute zilnic, scurtarea memoriei, vedere incetosata sau dubld, ochi uscati,
sensibili, obositi, rosii, durerea cefei si a coloanei, agitatie sau tulburari de
comportament.
Cu toate aceste dezavantaje sau limitari, experienta platformelor e-learning deja
functionale a demonstrat faptul ca participantii la educatie prin intermediul noilor
tehnologii e-learning se familiarizeaza in scurt timp cu mediul virtual si intrd relativ
repede in ritmul natural al transmiterii si, respectiv, insusirii de cunostinte prin acest
modern si eficient tip de educatie.[4]
Educatia digitala este esentiala pentru toate categoriile de oameni, iar abilitatile
digitale trebuie dezvoltate pe tot parcursul vietii pentru a face fata ritmului accelerat al
schimbarii sociale.
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PREDAREA MATEMATICII PRIN INTERMEDIUL APLICATIILOR

RED
Viorica-Cornelia HOFFMANN-BRONT

Liceul Tehnologic Special nr.1 Oradea - Profesor matematica, vigyorika@yahoo.com

Rezumat: Prin definitie, Resursele Educationale Deschise (Open Educational Resources) se
refera la accesul deschis la resurse educationale, facilitat de tehnologiile informatiei si
comunicatiilor, pentru consultare, utilizare si adaptare de cdatre comunitatea utilizatorilor, in
scopuri necomerciale. [n acest context se inscrie §i utilizarea pe larg, inclusiv in sistemul
educational, a tehnologiilor si a resurselor informationale, dar si facilitarea, prin intermediul
acestora, a accesului §i a schimbului de informatie intre diferiti actori. Resursele electronice,
continuturile on-line §i spatiile educationale virtuale contribuie la optimizarea §i actualizarea
procesului de instruire si educatie continud, oferindu-i cele mai noi si diverse informatii §i
oportunitati. In ultimii ani, aspectele ce se referd nemijlocit la datele deschise, inclusiv resursele
educationale deschise, sunt abordate pe larg de catre comunitatea educationald internationald,
recunoscandu-se ca promovarea si utilizarea acestora implicd 0 schimbare fundamentala in
procesul educational, contribuind si mai mult la centrarea pe elev si/sau student, dar si la
asigurarea accesului universal la educatie. La nivelul invatamdntului special, pentru elevii cu
deficiente mintale moderate si ugoare, severe, grave, profunde sau asociate, precum si pentru
prescolarii si elevii claselor pregatitoare, clasele I si a V-a (unde pdnad in prezent nu existd
programe scolare), RED-urile sunt utile si dupd pandemie, elevii cu Cerinte Educationale
Speciale, invata mult mai usor vizual, asimileaza mai repede notiunile predate, ating mult mai
usor obiectivele propuse. RED-urile care au la baza jocuri logice sau matematic distractive, sustin
ludoterapia. /n cei 2 ani scolari, care au trecut am facut mai multe cursuri de perfectionare, de
formare continud, privind folosirea unor aplicatii de redactare, creare, de jocuri matematice,
quizuri, teste online, fise de lucru online. Din aceste materiale, lectii, fise, jocuri, as dori sd prezint
cdteva.

Cuvinte cheie: Matematica, fise, teste, aplicatii, RED-uri, CES.

PREDAREA MATEMATICII PRIN INTERMEDIUL APLICATIILOR RED

Am obtinut 2 ani la rand, in 3 transe, acceptul ISJ Bihor pentru publicarea in biblioteca
online a RED-urilor realizate de mine. Anual de 2 ori ISJ Bihor da sansa cadrelor didactice de
a propune RED-uri realizate pe diferite discipline si nivele de invatare. Aceste RED-uri pot fi
fise de lucru, teste de evaluare, materiale educationale ce se pot accesa prin intermediul unui
link, materiale realizate prin intermediul unor aplicatii sau site-uri. RED-urile realizate astfel
sunt evaluate in 2 transe de o comisie a ISJ Bihor. Cele acceptate intra intr-o biblioteca
virtuald. Personal, eu sunt incantatd de aceastd oportunitate, deoarece pe langa experientd, am
parte de succes, invat lucruri noi, si nu in ultimul rdnd dobandesc un Proces Verbal cu viza
ISJ Bihor ce imi imbogateste dosarul personal.

1.Multimi , Operatii cu multimi- lectie LIVRESQ

LIVRESQ - www.livresg.com LIVRESQ este un editor de resurse educationale in format
digital. Acesta faciliteazd crearea de lectii interactive, ce contin texte, galerii de poze,
animatii, audio, video, quiz-uri si alte elemente, fard a fi necesare cunostinte de programare.
Lectiile rezultate din LIVRESQ pot fi descarcate pentru a fi folosite offline sau pot fi partajate
pe internet foarte usor prin Biblioteca LIVRESQ, copiii putand avea acces la ele de pe orice
tip de dispozitiv smart (telefon, tabletd, PC). De asemenea, pachetele de lectii sunt
compatibile cu solutiile de tip Learning Management System, respectand SCORM, standardul
consacrat in eLearning la nivel international. Este o platforma roméaneascd ce oferd toate
instrumentele realizarii unei lectii complete, interactive
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2. Matematicad pentru elevi cu tulburari de spectru autist, integrati in invatamantul
profesional special. Recunoasterea, formarea, citirea, scrierea, compararea si ordonarea
numerelor naturale de la 0 la 31

LINK: https:/library.livresg.com/details/6016d04401f06b00076ba98e
PROFESOR: Hoffmann-Bront Viorica-Cornelia
TITLUL MATERIALULUI PROPUS: Matematica pentru elevi cu tulburari de spectru autist,
integrati in invatamantul profesional special. Recunoasterea, formarea, citirea, scrierea,
compararea si ordonarea numerelor naturale de la 0 la 31.
DISCIPLINA: Matematica/Aritmetica
CLASA: a IX-a si a X-a, invatamant profesional special
DESCRIEREA ACTIVITATII:
Cuprins:
Recunoasterea si formarea numerelor naturale de la 0 la 31
Exercitii , teste interactive
Citirea si scrierea numerelor naturale de la 0 la 31
Exercitii de citire prin cantece dedicate copiilor.
Operatii de adunare si scadere cu numere de la 0 la 31
Ordonarea si compararea numerelor naturale de la 0 la 31
Exercitii, teste, fise interactive.
Obiective:
Elevul sa recunoasca numerele naturale de la 0 la 31
Elevul sd poata asocia unei multimi de obiecte, numarul elementelor acestuia.
Elevul sa poata citi si scrie numerele naturale de la 0 la 31
Elevul sa poata ordona crescator/descrescator numerele naturale de la 0 la 31
Elevul sa poata compara numerele naturale de la 0 la 31
Cuvinte cheie: numere naturale, citire, scriere, ordonare, asociere, comparare.

3. https://www.genial.ly/ Este un editor online, folosit pentru creare infografice, quizz,
postere, prezentari video.

Genial Quiz- Multimi, definitii, operatii cu multimi

LINK: https://view.genial.ly/60b740d762c1740e57cd3deb/interactive-content-multimi-quiz
PROFESOR: Hoffmann-Bront Viorica-Cornelia

TITLUL MATERIALULUI PROPUS: Genial Quiz- Multimi, definitii, operatii cu
multimi

DISCIPLINA: Matematica/Algebra

CLASA: aIX-a

DESCRIEREA ACTIVITATII: Materialul propus este un quiz, o evaluare online ce se poate
folosi atat la elevii din invatdmantul profesional de masa, cat si la elevii din invatamantul
profesional special. Este un quiz realizat cu aplicatia Genially, si este util in fixarea notiunilor
teoretice predate la capitolul Multimi, Operatii cu multimi, clasa a IX-a.

4. https://www.liveworksheets.com/ Este o aplicatie ce se poate folosi la toate disciplinele
pentru
creare de fige ce se pot rezolva online

Fisa de lucru la matematica/ Recapitulare, tabla inmultirii
LINK: https://www.liveworksheets.com/jy1474823cr
PROFESOR: Hoffmann-Bront Viorica-Cornelia

217


https://library.livresq.com/details/6016d04401f06b00076ba98e

STIINTE EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

TITLUL MATERIALULUI PROPUS: Fisa de lucru la matematici/ Recapitulare tabla
inmultirii

DISCIPLINA: Matematica/Algebra

CLASA: nivel gimnazial / nivel Invatamant profesional special,elevi cu tulburdri mintale
moderate si usoare

DESCRIEREA ACTIVITATIIL: Materialul propus este o fisd de evaluare online, realizat cu
aplicatia live work sheets. Materialul se poate folosi atat la clasele gimnaziale cat si in
invatdmantul profesional special. Tabla Tnmultirii creaza probleme la multi elevi, chiar si la
varste mai mari. Fisa de evaluare online, este compusa din 40 de exercitii de inmultire, si este
propusd pentru a fixa, a recapitula tabla inmultirii.

5. Learningapps (https://learningapps.org ) este o platforma care ofera modele de aplicatii,
precum si posibilitatea crearii de continut; Existda aplicatii interesante (de exemplu: rebus,
uneste perechile, puzzle, completeaza cuvantul lipsd etc.). Avantajul este cad se pot usor
partaja (link, cod de incorporare) sau pot fi folosite drept material de Invatare pe platforma
LearningApps (creand clase in care sa ii invitati pe copii; se pot face si sondaje pentru a
masura feed-back-ul)

Definitia multimii (Cantor)

LINK: https://learningapps.org/display?v=pg5wp2yen21

PROFESOR: Hoffmann-Bront Viorica-Cornelia

TITLUL MATERIALULUI PROPUS: Definitia multimii (Cantor)

DISCIPLINA: Matematica/Algebra

CLASA: a IX-a Invatamant profesional special

DESCRIEREA ACTIVITATIIL: Materialul creat, este pentru a reactualiza definitia multimii,
mai exact singura definitie a multimii, data de matematicianul Georg Cantor.

6.Numere naturale pare, numere naturale impare

LINK: https://learningapps.org/17142627

PROFESOR: Hoffmann-Bront Viorica-Cornelia

TITLUL MATERIALULUI PROPUS: Numere naturale pare, numere naturale impare
DISCIPLINA: Matematicd/Aritmetica

CLASA: a IX-a invatamant profesional special.

DESCRIEREA ACTIVITATII: Materialul este un exercitiu pentru elevii din invitimantul
profesional special. Este un exercitiu de sortare a elementelor unei multimi de numere
naturale, Tn doud submultimi, mai exact submultimea numerelor pare si submultimea
numerelor impare. Exercitiul se poate relua de mai multe ori, deoarece aplicatia prezinta
elementele multimii aleator, in ordine diferita.

7. WORLDWALL (https://wordwall.net) este o aplicatie utila pentru cadrele didactice
deoarece se pot crea jocuri interactive pentru sustinerea invatarii, fiind posibile de la 1 la 8
modele.

De exemplu: Cuvantul lipsa, Anagrame, Puzzle, Rebus, Adevarat sau Fals, Sorteazd,
Chestionare, Spanzuratoare, Deschide cutia etc. Este un instrument digital usor de utilizat si
placut de copii datorita elementelor ludice inserate
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ERE NEGATIVE

I. Date generale

Titlul resursei educationale
deschise propuse

NUMERE POZITIVE; NUMERE NEGATIVE

Disciplina

MATEMATICA/ ALGEBRA

Clasa

aIX-a, X-a, Xl-a, Xll-a, invatamant profesional/liceal special,
a 1X-a, X-a invatamant profesional/ liceal de masa

Autor/Autori

Prof. Hoffmann Bront Viorica Cornelia

Scopul materialului propus

Didactic,
de utilizat
la clasa cu
elevii

Pt elev,
de
utilizatde
catreelev

De
documen-
tare pt
cadrele

De management
educational

Altele

didactice

DA

rezentarea resursei educationale deschise

Competenta specifica
vizati/ Indicatori de
performanta

- Elevul sa recunoasci si sa defineasci notiunea de numar pozitiv si

numar negativ

- Elevul sa stie sd dea exemple de numere pozitive si negative.

- Elevul sa poata rezolva exercitii cu operatii cu numere pozitive si
negative. Sd cunoascd regula de adunare, scadere, impartire si
inmultire a numerelor pozitive si negative.

- Elevul sa stie sa aplice regula semnelor.

- Elevul sa stie sa acceseze si sa rezolve exercitii , folosind aplicatia

wordwall.

Durata resursei

20 min

Scurta prezentare a
resursei educationale
deschise propuse

Prin accesarea linkului atasat, elevul se conecteazd la un
exercitiu realizat prin intermediul aplicatiei wordwall. Exercitiul este
in realitate un joc matematic si distractiv, prin care va trebui sa sorteze
in doud mari categorii nimerele date. Numerele sunt naturale, intregi,
rationale, irationale, fractii zecimale simple, fractii zecimale periodice
simple si compuse. Criteriul dat, este cel care face diferenta. Elevii vor
alcitui 2 mari multimi, prima multime va contine numerele pozitive,
cealaltd multime va contine numerele negative. Elevii vor avea sansa
de a se corecta din mers. Prin repetitii, reluarea exercitiului vor putea
fixa notiunile legate de valoarea pozitiva si valoarea negativa.

Elemente agregate

https://wordwall.net/ro/resource/52347472

I11. Comentarii

Alte aspecte utile de
impartasit cu privire
lautilizarea resursei
educationale deschise in
activitatea cu elevii

Aplicatia wordwall, sustine pedarea matematicii la elevii cu CES,
fiind o forma a jocului didactic. Elevul cu CES, asimileaza notiunile
teoretice jucandu-Se, elevii au sansa de a se corecta in timpul jocului.
Se fixeaza notiunile teoretice prin repetitie.

In general RED-urile realizate cu diferite aplicatii cum ar fi LIVRESQ,
learningapps, wordwall, genially, kahoot, quizziz, livework sheets,
sunt mult mai atractive pentru elevul cu CES, decat caietul sau carte.
Jocurile , ludoterapia, sustin atentia elevului cu CES. Curba de efort a

elevului este mai mare.
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8. Ecuatia de gradul II

LINK: https://wordwall.net/ro/resource/9114569/ecua%c8%9bia-de-gradul-ii

PROFESOR: Hoffmann-Bront Viorica-Cornelia

TITLUL MATERIALULUI PROPUS:

DISCIPLINA: Matematica/Algebra

CLASA: a IX-a, invatamant profesional, liceal si special.

DESCRIEREA ACTIVITATII:

Exercitiul realizat cu aplicatia wordwall, este un exercitiu cu grad de dificultate scazut. Se
solicita elevului sa rezolve sa identifice solutiile corecte pentru 3 ecuatii de gradul al II-lea.

Este vorba despre o ecuatie de gradul II, forma comleta, si doud exercitii cu forma incompleta
(b=0, sau c=0)

BIBLIOGRAFIE:

[1] Ghid pentru aplicarea Practicilor Educationale Deschise in timpul pandemiei de coronavirus. Utilizarea
Resurselor Educationale Deschise in conformitate cu Recomandarile UNESCO , Mai (2020), versiunea 1.0

[2] Repere orientative pentru scoala online , ghid metodologic pentru invatatori, Brasov, (2020).

[3] Ghid practic de resurse educationale si digitale pentru instruire online ,Editura Universititii de Vest, (2020)
[4] Ghid suport pentru profesorii implicati in procesul de adaptare curriculard in cazul copiilor/elevilor cu ces
integrati in invatamantul de masa, (2020)

[5] Resurse educationale deschise: oportunitati pentru acces, calitate si relevantd in educatie, Chisindu, (2017),
Colectia Biblioteca Pro Didactica
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EVALUAREA SCRISA - TEST CLASIC VS. QUIZ ONLINE

Cristina IGNAT

Colegiul National ,,Emanuil Gojdu” Oradea, profesor de matematica, ignatcristina08@gmail.com

Rezumat: Articolul analizeaza comparativ evaluarea clasicd si evaluarea online
Cuvinte cheie: evalure, test, quiz, online.

INTRODUCERE

O etapa importanta a procesului instructiv-educativ, evaluarea impune - atat pentru
invatarea clasica, desfasuratd fatd in fatd, cat si pentru invatarea online — respectarea
caracteristicilor unei evaluari moderne, dintre care caracteristici amintim:

- Produce un feed-back clar atat pentru elev cat si pentru profesor.

- Transmite informatii despre stadiul invatarii, in scopul ameliorarii acesteia.

- Evalueaza elevii in raport cu criterii clar formulate.

- Este o interventie formativa, cu rol de transformare continua a predarii si invatarii.

- Presupune masurarea obiectiva a rezultatelor.

MATERIALE SI METODE

In anul scolar 2020-2021, in plind pandemie de Covid-19, cursurile din invatamantul
preuniversitar s-au desfasurat in perioade succesive de timp, atat in format clasic cat si online.
Aceasta a adus schimbari esentiale in toate etapele procesului de predare-invatare-evaluare.
Prezenta lucrare 1si propune sa prezinte cateva modalitati de evaluare online, sd analizeze si sa
compare rezultatele aplicarii acestor metode.

In perioada martie — iunie 2020, in primele luni in care cursurile s-au desfasurat
online, am realizat evaluarea elevilor preponderent calitativ, prin aprecieri verbale referitoare
la activitatea acestora, de exemplu: “Efectuezi rapid si corect operatii cu numere intregi”; “Nu
ai fost atent la un detaliu din enuntul problemei”; “Trebuie sd exersezi mai mult transformarea
sumelor de functii trigonometrice in produse”; etc.

Revenirea in salile de clasa, in perioada septembrie — octombrie 2020, timp in care am
desfasurat activitatile scolare fata in fatd, ne-a permis sa realizam evaluari scrise in format
clasic, sub forma testelor rezolvate de elevi pe hartie.

Sub presiunea crescatoare a viitoarei treceri in online a cursurilor, am inceput in
octombrie 2020 elaborarea si aplicarea in scopul evaludrii a testelor in forma de quiz, pe
platforma Microsoft Teams. Am ales pentru test urmatoarea structura:

- Testul contine 9 itemi cu alegere multipla, cu unul sau mai multe raspunsuri

corecte.

- Punctaj: 9x1p + 1p din oficiu (ulterior + 2p din oficiu, astfel incét se poate obtine

nota maxima cu 8 sau 9 raspunsuri corecte).

- Punctajul pe un item se acorda doar daca selectia de raspunsuri este exact cea din

barem.

Spre exemplificare, in continuare sunt inserate linkuri pentru cateva teste sub forma de
quiz, realizate cu Microsoft Forms si aplicate pe platforma Microsoft Teams:

e Quiz - Logaritmi (clasa X)
e Quiz - Numere complexe (clasa X)
e Quiz - Radicali (clasa VI1I)

Testele s-au dat pentru inceput in sala de clasa, iar elevii au completat raspunsurile pe
telefon. Am elaborat teste sub forma de quiz si le-am aplicat la toate clasele la care am predat
in anul scolar 2020-2021: trei clase la care am predat matematica: 7C, 10E si 10F si o clasa la
care am predat fizica, 9A.

221


mailto:ignatcristina08@gmail.com
https://forms.office.com/pages/responsepage.aspx?id=0cTlaU-l-UyVHyx1DGcqQ5JyRLzgNZRDsO93OjKvYltUOEFaUEdIUzZEQlhRTU1URkFYV1BYMlBDVi4u
https://forms.office.com/Pages/ResponsePage.aspx?id=0cTlaU-l-UyVHyx1DGcqQ5JyRLzgNZRDsO93OjKvYltUQ1ZNSzdTQTRUTE1IOEFYUTdVSFdIMVZFQi4u
https://forms.office.com/Pages/ResponsePage.aspx?id=0cTlaU-l-UyVHyx1DGcqQ5JyRLzgNZRDsO93OjKvYltUQUtXOTBHTEJMSDUwQVREWjFWN1AwSlBVVi4u

STIINTE EXACTE S1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

Modul de desfasurare a testelor sub forma de quiz si mai ales rezultatele obtinute de
elevi ridicd multe semne de intrebare. In continuare sunt prezentate cateva dintre aceste
intrebari si Incercarile de a raspunde la ele. Multe raman desigur intrebari deschise.

1.Care este timpul necesar pentru rezolvare?

Quiz 10F-media 5,50 (8.X.2020-20 minute) si
10E-media 8,09 (9.X.2020-30 minute) (Logaritmi)

| 0oF W 10E
15

Numar elevi

o
Nota 3 Nota 4 Nota 5 Nota 6 Nota 7 Nota 8 Nota 9 Nota 10

Am realizat mai multe comparatii intre rezultatele obtinute la evaluare la matematica
de clasele 10E si 10F, ambele cu profil stiinte ale naturii si formate din cate 30 de elevi — cea
de mai sus fiind prima dintre aceste comparatii. Dupa primul quiz (din capitolul Logaritmi”)
la clasa 10F, la care media clasei a fost 5,50, am concluzionat ca timpul pe care 1-am alocat
initial (20 minute) este insuficient si 1-am majorat cu 50%. La evaluarea sub forma de quiz
sustinutd in ziua urmatoare la clasa 10E, rezultatele au fost mult mai bune, media clasei fiind
8,09, cu un subiect cu grad de dificultate comparabil. Data fiind diferenta foarte mare intre
mediile celor doua clase, am incercat sa raspund in mod obiectiv la urmatoarea intrebare:

2.Clasele 10E si 10F au nivele apropiate?

Quiz 10F-media 7,86 (3.X1.2020-30 minute) si
10E-media 7,43 (31.X.2020-30 minute) (Nr. complexe)

@ ioF W 10E
8

Numar elevi

o
Nota 3 Nota 4 Nota 5 Nota 6 Nota 7 Nota 8 Nota 9 Nota 10

Dupa aproximativ o lund, cele doud clase au sustinut evaluarea sub forma de quiz din
capitolul ”Numere complexe”. Mediile celor doua clase au fost sensibil apropiate, chiar s-a
inversat ordinea valorica inte medii fatd de primul quiz. Aceastd analiza a ardtat ca are sens
compararea rezultatelor celor doud clase, pentru gasirea unor metode cat mai eficiente de
evaluare.

Totusi, au existat elevi nemultumiti de propriul rezultat la quiz. De aici a aparut o noua
intrebare:
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3.Pentru unii elevi, rezultatele sunt mai bune la testul clasic decdt la quiz?

Quiz-media 5,20 (31.X) si
Test clasic-media 6,80 (11.Xl1) (10E -10 elevi) (Nr. complexe)

M Quiz Test clasic

Numér de elevi

.1 1 II

Nota 3 Nota 4 Nota 5 Nota 6 Nota 7 Nota 8 Nota 9 Nota 10

Quiz-media 6,57 (2.XI1) si
Test clasic-media 6,28(12.X]1) - 10F (7 elevi)(Nr.complexe)

B Quiz [ Test clasic

Numér de elevi

Nota 3 Nota 4 Nota &5 Nota 6 Nota 7 Nota 8 Nota 9 Nota 10

Cu atdt mai mult cu cat aceastd metodd de evaluare este insuficient exersatd, am
permis elevilor care au dorit, sa repete evaluarea din capitolul "Numere complexe” sub forma
unui test scris in format clasic. Dupa cum rezultd din analiza de mai sus, prin acest demers
rezultatele s-au imbunatatit fata de cele de la quiz la clasa 10E, dar au devenit mai slabe fata
de cele de la quiz la clasa 10F. Am concluzionat ca viabilitatea evaludrii prin quiz este

comparabild cu cea a evaluarii prin test clasic.
In legatura cu varsta elevilor, am incercat sa raspund la intrebarea:

4.Eficienta evaluarii prin quiz difera la gimnaziu fata de liceu?
Test clasic-media 9,23 (30.1X.2020) si
Quiz-media 7,53 (2.X1.2020) - 7C (Algebra)

M Testclasic Wl Quiz
20

Numér de elevi
>

Nota 4 Nota 5 Nota 6 Nota 7 Nota 8 Nota 9 Nota 10

La clasa 7C, media la quizul din algebra a fost mult mai mica decat media acestei clase
la un test in format clasic la algebra. Directii noi de actiune, care urmeaza sa fie experimentate
la acest nivel, sunt legate de formularea subiectelor si antrenamentul in rezolvarea quizurilor.

5.Cum influenteaza exersarea evaluarii prin quiz notele obtinute?
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Test clasic-media 8,82 (1.X) Quiz de proba-media 6,78(6.XI) si
Quiz de evaluare-media 9,64 (9.X) - 9A (Fizica)

I Test Clasic [l Quiz de proba Quiz de evaluare
25

20

15
10
5
o m [ n " | -Ill

Nota 2 Nota 3 Nota 4 Nota 5 Nota & Nota 7 Nota Nota 9 Nota 10

Numar de elevi

Dupa exersarea printr-un quiz de proba, la care media clasei 9A a fost 6,78, am oferit
diverse sugestii elevilor pentru pregatirea eficientd in vederea quizului de evaluare.
Rezultatele obtinute la acesta din urma au fost foarte bune, media clasei 9,64 fiind chiar
superioara celei obtinute la primul test scris, sustinut in sala de clasa, in format clasic.

Elevii de liceu au raspuns la un sondaj de opinie cu urmatoarele intrebari:

I. Care dintre urmatoarele variante de formulare a subiectului pentru evaluare scrisd online
este cea preferata de tine?

10E 10F 9A

® quiz
@ test clasic
100%
92.9% 0

I1. Cati dintre elevi crezi ca folosesc ajutorul unei alte persoane (ex. colegi, parinti etc.) pentru
a elabora raspunsurile la quiz online?

@ nici unul

@ foarte putini

@ aproximativ jumatate
@ foarte multi

@ toti

I11. Crezi ca este bine ca evaluarea scrisa sub forma de quiz sa fie utilizata din cand in cand si
atunci cand elevii si profesorii sunt prezenti fiziC la scoala?
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10E 10F 9A

® Da
® N\u

CONCLUZII

Cateva puncte tari ale evaludrii sub forma de quiz, asa cum au fost formulate de catre
elevi:
”E o evaluare mai precisa, nu lasa loc de indoieli.”
“Nu mai trebuie sa faci efortul de a poza testul si de a-1 trimite pe platforma, si trebuie sa scrii
mai putin la genul acesta de Intrebari.”
“O consider favorabild datoritd timpului pe care trebuie sd-l1 acordam fiecdrui exercitiu si ca
nu trebuie sa scriem fiecare pas de rezolvare.”
“Evaluarea sub forma de quiz este mai favorabila intrucéat ¢ mai eficienta, rezultatele vin mai
repede si este ideald pentru online.”
“Este mai ecologica, elevii putand sa nu mai foloseasca hartie din caiete.”
“Exista variante de raspuns si poti sa iti dai seama cd ai gresit dacad niciuna nu e echivalenta
cu raspunsul aflat de tine.”
“Faptul ca nu este nevoie de o redactare detaliata si precisa face testul mai putin stresant.”
“Este o metoda favorabila deoarece ne ajuta sd actionam mai repede, sd gandim exercitiile cu
0 viteza mai mare si nicidecum nu se poate afirma ca este o metoda mai usoard caci nu se
poate lucra cu o asemenea vitezd doar dacd ai mult exercitiu. De asemenea consider ca aceasta
metoda de evaluare ne invatd sa folosim resursele pe care le avem, ceea ce ne va ajuta si pe
viitor.”

Cateva puncte slabe ale evaluarii sub forma de quiz, asa cum au fost formulate de
catre elevi:
“Este o evaluare in care nu se puncteazd rezolvarea si astfel daca am gresit la calcule nu
primim punctaj partial.”
“Nu se pot da exercitii cu demonstratie.”
“Poti copia foarte usor. Daca un elev destept face testul in 25 min iar testul e de jumatate de
ord, poate spune raspunsurile repede colegilor.”
“Quiz-ul are anumite probleme tehnice, in sensul ca platforma aparent schimba usor raspunsul
daca te deplasezi cu cursorul mouse-ului pe test si se incarca destul de greu.”
“O consider nefavorabild din cauza faptului cd nu primim punctaje partiale si de exemplu
daca la un raspuns sunt 3 variante corecte si eu pun 2 nu primesc nimic.”
“Intr-un quiz este posibila alegerea raspunsurilor " la nimereala" care nu ar testa cunostintele
matematice.”
“Mi se pare ca am tendinta de a nu Invata atat de riguros ca inainte, avand mereu materialele
la indeména.”
“Timpul de la unele quiz-uri este prea scurt.”
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Multumesc elevilor mei pentru implicarea in propria pregatire si pentru colaborarea la
realizarea acestui articol.
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METODE DE ZzOOM BAZATE PE POLINOAME CUBICE DE TIP
HERMITE

Eugen LASLO?, Adrian Serban RAT? George Raul RAT?

Lect. univ. dr. Departamentul de Matematica si Informatica, Facultatea de Informatica si Stiinte,
Universitatea din Oradea, lasloeugen@yahoo.com

2Student anul II, Matematicd si Informatica, Facultatea de Informatica si Stiinte, Universitatea din
Oradea, adiratl0@gmail.com

3Student anul 11, Informatica, Facultatea de Informatica si Stiinte, Universitatea din Oradea,
ratgeorgeraul2018@gmail.com

Rezumat: In aceastd lucrare ne propunem si obtinem o metodd de zoom a unei imagini de tip
raster folosind un algoritm bazat pe polinoame cubice de tip Hermite.
Cuvinte cheie: metoda Zoom, polinom de tip Hermite

Functii spline cubice de tip Hermite
Pentru f:[a,b] = R, f € C'[a, b], polinomul de interpolare al lui Hermite cu doua
noduri duble P(x) = Ax® + Bx* + Cx + D, este unic determinat de conditiile:
{F‘(ﬂ] = f(a), P'(a) = f'(a)
P(b) = f(b), P'(b)=f'(b)
ce conduc la sistemul liniar:
Aa® + Ba® + Ca+ D = f(a)
34a* + 2Ba+C = f'(a)
Ab® + Bb* + Cb+ D = f(b)
3Ab* + 2Bb+C = f'(b)
Acest sistem avand determinantul: § = —(b—a)* # 0, este compatibil unic
determinat si pentru polinomul P se obtine atunci pe [a,b] expresia:

_G0=0*a-a) L, G=aPl-n) . (b=02G—a)+ (b-a)
P) = = f @ - — f ) o
(x = @)*[2(b =) + (b — )]
fl@+ = £ ®)

Dacd f €C*[a,b], atunci pentru estimarea erorii formulei de interpolare
f(x) =P(x) + R(x)

(b—al?

avem: |R(x)| < ———-|[f*¥|| ¥ x € [a, b].
Considerand acum o diviziune a intervalului [a,b], Ara = xy<x;, <~ <x,_, <x_ =b

si valorile pe aceste noduri ale unei functii f € C'[a,b], f(x;),f'(x;),i = 0,n, se poate
construi o functie netedd s € C*[a, b], pentru care s(x,) = f(x.), s (x;) = f'(x;) ,vi =0,n,
cerand ca restrictia functiei s la fiecare subintervale [x;_,,x;].i = 1,n si fie s, dat prin:

s.(x) = (x; _IJ_JE: — X;_q) m,_y — (x— x:‘—ﬁ; (x; — x) cm,
(2, — 2)*[2(x— x,_,) + h,] (x —2x,_4)%[2(x; — x) + h/]
T h3 Yim1 h3 i

3 3

unde y,_y = f(x;_y), ¥;= fr), myoy = f'(xy) sim; = f(x,).

S-anotat cu h; = x; —x,_,,i = 1,n si putem considera h = max{h; /i =1,n},
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h=min{h, /i =T1,n}. Se observa ca s; existd pe intervalele deschise (x,_,,x;) pentru
orice i = 1,7 si este un polinom de gradul intdi. Dacd sunt cunoscute valorile derivatei pe
noduri, f'(x;),i =0,n,atunci s € C[a,b] si s & C*[a,b], dar se obtine o eroare de
aproximare foarte buné in cazul f € C*[a, b]:

7 (s) =s(@l =07 @7 x € [a,B].

datoratd informatiei oferitdi de wvalorile f'(x;),i =10,m. Dacid 1insi aceste valori
f'(x,;), i =0,nnu sunt cunoscute, atunci valorile m;, i = 0,nse pot determina impunind
diverse proprietati suplimentare pe care sa le aiba functia s sau utilizind diverse metode de
naturd geometrica pentru estimarea acestor valori.

In continuare vom determina valorile m;, i =0,n astfel incdt si obtinem
s € C*[a,b]si urmitoarele variante de conditii la extremitdtile intervalului [a, b]:
s'(a) =s"(x,) =0,
s"(b) = s"(x,) = 0,adica un spline cubic natural avand expresia polinomiald de tip Hermite
sau s'(a) = s'(x,) = f'(a), s'(b) = s'(x,) = f'(b),obtinand spline cubic complet.
Intrucat s € C'[a, blpentru  oricevalorim,, i =0,n, conditia s € C>[a,b]implica

s;'(x,)=s5/4,(x,),¥, i = 1,n — 1, ceea ce conduce la relatiile:

1 ) 1 3(vi— vicd) | 3(3is —¥i)

1 -
—-mi_1+2( +—m My, = Jd=1,n—-1

h, h, h.q JLH_ 1 h? hi,,

Conditiile de spline cubic natural s" (x,) = 5" [x ) = 0, conduc la relatiile:

mD—l-%m1=fT-(}r1—}rD) ’ f]‘ﬂ.n J.+In’ "'i't [Uu_}ru—ij
Se obtine astfel urmatorul sistem liniar:
f
Ernﬁ+rn1=J—-[}rl—}rD] =d
Iy
ity h, 3hig (i — ¥iy) | 30 (Vi — )
My 2 -myt+t————— My = - - - —=d, Vi
hy + hiyy i " hy +hiyy M hi(h; + hsy) gy (h; +hyyy) vt
3
L My + 2]‘?’1” = E (}F:z _.-!’F:-z—ij = du
=1ln—1

cu matricea tridiagonald, diagonal dominanta, adica o matrice nesingulara.Atunci acest sistem
are solutie unicd, adica se pot determina in mod unic valorilem;, i = 0,n, obtinandastfel in
mod unic functia spline cubicd naturald de tip Hermite. Observam ca matricea sistemului este
de formaG =21+ 4 = 2(I+5f1j cu ||4]l., = 1. Acest sistem se poate scrie sub forma

1
G -m = d cu matricea G inversabild avand |||, < = T
e _: o

Observatie: Dacd utilizim la capetele intervalului [a,b] conditii de forma
s'(a) =s5"(xy) = f'(a), s'(b)=5"(x,)=fFf"(b), atunci my=f"(a)sim,=f'(b),

obtinand sistemul liniar tridiagonal (de n-1 ecuatii si n-1 necunoscute):

. + h,y _ 3h, ( )+ 3h, ( ) h, £
M T ™ Tt k) T T ey ) T @)
higy h; 3hioy (v, —viey) | 33y —¥0) —
— 2o L — Y o = - - . = ,Wi=2,n—2
h, +hy M-y +2-m; + h,+ hyy Mit1 hi(h, + h;2q) hipgChy +hsy) ' "
h, 4 3h, ( )+ 3h,_4 e )—
hu + hu—l ?!—f In u—l (hu—l + h’:l!j -Vi'!—l 3"'::—2 hu (hu—l + hu) } i'! i'! t 'I :lz + 'F

pentru determinarea func‘,[iei spline cubice complete.
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In continuare, vom prezenta un program vizual n limbajul C# care ilustreze aceasta
metoda de zoom. Codul aferent programului este:

using System;
usingSystem.Collections.Generic;
using System.Drawing;

using System.Ling;

using System.Text;

using System.Threading.Tasks;

namespace Hermite_Spline_Zoom

publicpartialclassForm1 : Form

{
publicForm1()

{

InitializeComponent();

}

privatevoid Forml_Load(object sender, EventArgs €)

{

Bitmap inputimage = new Bitmap(@"...../input.jpg"); // Incarcati imaginea de intrare
double zoomFactor = 1.5; // Factorul de zoom
Bitmap zoomedlmage = HermiteZoom.ZoomImage(inputimage, zoomFactor);

pictureBox1.Image = inputlmage;
pictureBox2.Image = zoomedImage;

¥
¥
¥

namespace Hermite_Spline_Zoom

publicclassHermiteZoom

{

publicstatic Bitmap ZoomImage(Bitmap inputimage, double zoomFactor)

{
int newWidth = (int)(inputlmage.Width * zoomFactor);

int newHeight = (int)(inputlmage.Height * zoomFactor);
Bitmap outputimage = new Bitmap(newWidth, newHeight);

double widthRatio = (double)(inputimage.Width - 1) / (newWidth - 1);
double heightRatio = (double)(inputlmage.Height - 1) / (newHeight - 1);

for (inty = 0; y < newHeight; y++)
{

for (int x = 0; X < newWidth; x++)
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double sourceX = x * widthRatio;
double sourceY =y * heightRatio;

int x1 = (int)sourceX;
int y1 = (int)sourceY;
intx2=x1+1;
inty2 =yl +1;

// Verificati limitele imaginii
if (x2 >= inputimage.Width)

X2 = inputlmage.Width - 1,
If (y2 >= inputimage.Height)

y2 = inputlmage.Height - 1;

double fractionX = sourceX - x1;
double fractionY = sourceY - y1;

Color colorl = inputimage.GetPixel(x1, y1);
Color color2 = inputimage.GetPixel(x2, y1);
Color color3 = inputimage.GetPixel(x1, y2);
Color color4 = inputimage.GetPixel(x2, y2);

byte red = (byte)Hermite(colorl.R, color2.R, color3.R, colord.R, fractionX, fractionY);
byte green = (byte)Hermite(colorl.G, color2.G, color3.G, color4.G, fractionX, fractionY);
byte blue = (byte)Hermite(colorl.B, color2.B, color3.B, color4.B, fractionX, fractionY);

outputlmage.SetPixel(x, y, Color.FromArgb(red, green, blue));

¥
¥

return outputimage;

}

publicstaticdouble Hermite(double c1, double c2, double ¢3, double c4, double t, double tension
=0.5)
{
double t2 =t * t;
double t3 =t2 * t;

double m0 = (c2 - c¢1) * (1 + tension) * (1 - tension) / 2;
mO0 += (c3 - ¢2) * (1 - tension) * (1 - tension) / 2;

double m1 = (c3 - c2) * (1 + tension) * (1 - tension) / 2;
m1 +=(c4 - ¢3) * (1 - tension) * (1 - tension) / 2;

doublea0=2*t3-3*t2 + 1;
doubleal =t3-2*t2 +1t;
double a2 =t3 - t2;

doublea3 =-2 *t3 + 3 * t2;
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returna0 *c2+al*m0+a2*ml+a3*c3;
}

}
}

e public static Bitmap ZoomImage(Bitmap inputimage, double zoomFactor)

Aceastd metodd primeste ca argument o imagine (inputlmage) si un factor de zoom
(zoomFactor), care determind cat de mult va fi maritd sau micsoratd imaginea.Imaginea
rezultatd va avea o ltime si inaltime ajustate in functie de factorul de zoom.In cadrul acestei
metode se realizeaza efectul de zoom prin interpolarea Hermite. Functia calculeazd noile
dimensiuni ale imaginii dupa aplicarea factorului de zoom, initializeazd o noud imagine
(outputlmage) cu dimensiunile calculate, calculeaza rapoartele pentru latime si indltime intre
imaginea initiald si cea marita/micsoratd, parcurge fiecare pixel din imaginea rezultatd si
realizeaza interpolarea Hermite pentru a determina noua valoare a pixelului.

Se itereaza prin fiecare pixel din imaginea rezultata (newWidth si newHeight).Pentru
fiecare pixel, calculeaza coordonatele corespunzatoare in imaginea initiala, folosind rapoartele
de dimensiune calculate mai devreme.Se calculeazd valorile pentru cele patru colturi
adiacente 1n imaginea initiald.Aplicd functia Hermite (Hermite) pentru a obtine valorile
interpolarate pentru componentele R, G si B ale pixelului rezultat.

e public static double Hermite(double c1, double c2, double c3, double c4, double t,
double tension = 0.5)

Aceasta este functia de interpolare Hermite, care primeste patru valori de control (c1, c2,
c3 si c4), un parametru de interpolare (t) si un parametru optional pentru tensiune
(tension).Calculeaza si returneaza valoarea interpolata pentru parametrul t.

Aceastd clasa permite efectuarea unui zoom in imagini folosind interpolarea Hermite
pentru a asigura un aspect mai net si mai uniform in timpul procesului de marire/micsorare.

Atasam mai jos cateva capturi de ecran cu output-ul programului:

a5l Form1 - ]

Imaginea initiala Imaginea cu zoom X2

Fig.1. Zoom x2
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a2 Form1 — O X

Imaginea initiala Imaginea cu zoom X1.75

Fig. 2. Zoom 1.75

s Form1 - & X

Imaginea initiala

Fig.3. Zoom 1.5
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MAXIMUL PRODUSULUI PENTRU SUMA CONSTANTA SI
MINIMUL SUMEI PENTRU PRODUS CONSTANT

Gheorghe Marius MOLDOVAN

Colegiul National ,,Mihai Eminescu”, Satu Mare moldovanghita@yahoo.com

Rezumat: Un produs de doua variabile strict pozitive, a caror sumd este constantd devine maxim
cand cele doua variabile iau valori egale . O suma de doua variabile strict pozitive al caror
produs este constant, devine minimd cdnd cele doud variabile iau valori egale . Deci suma a n
numere strict pozitive variabile al caror produs este constant , devine minimd cdnd termenii sunt
egali. Demonstratia este analoaga teoremei referitoare produsului a n factori variabili cu suma
constantd.

Cuvinte cheie:, maxim, produs, suma

MAXIMUL PRODUSULUI PENTRU SUMA CONSTANTA
Pentru a aborda aceasta teorie pornim de la cele doua teoreme de teorie a punctelor de extrem
, adica:

T1: Un produs de doud variabile strict pozitive, a caror suma este constantd , devine
maxim cand cele doua variabile iau valori egale .

T2: O suma de doud variabile strict pozitive al caror produs este constant, devine
minima cand cele doud variabile iau valori egale .

In continuare propun o problemi ce frecvent apare in matematica.

Dintre toate dreptunghiurile de perimetru 2p dat, sa se determine cel de arie maxima.

Daca o latura a dreptunghiului are lungimea x, atunci cealalta latura va fi p-X, iar aria

dreptunghiului A= x(p—x)=-x*+ px care vaavea un maxim , fiind a=-1<0, pentru x =§ :

2

~ P_P : : PP_DP
latura cealalta p—x=p—-—-=— vafi,deci A, =— —=—
p P->=7 A =25 =7
Problema o putem aborda si cu ajutorul urmatoarei teoreme.

Teorema:

Un produs de doua variabile strict pozitive, a caror suma este constantd , devine
maxim cand cele doua variabile iau valori egale .
Demonstratie:

Fie x, y doud numere strict pozitive si x+y=s (s constant), notand p=xy, numerele X si
y vor fi radacinile ecuatiei:

t? —st+ p =0 ,care fiind pozitive ,reale , deci A >0 adici

s —4p=>0.

¢ : . : . s

De aici p< 7 deci valoarea maxima a lui p poate fi maxim si p,,, = 7 din care rezulta

2
A=0,adica X=Yy =§ , pentru care obtinem p = SZ

Putem da si o justificare geometrica teoremei.
Fie un semicerc de diametru 2R=AB si NeAB.
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Avem AN+NB=2R=constant. Pe de alte parte, aplicind teorema 1inaltimii in
triunghiului dreptunghic AMB obtinem MN?= AN.-NB
Rezulta ca produsul AN-NB este maxim cand MN este maxim. Aceasta se intampla

cand M alunge 1n punctul C, iar N 1n punctul O , adica MN = R si AN=NB=R.
Teorema se poate generaliza:

Daca x, X,,...X, sunt n numere pozitive a caror suma
S=X +X, +X;+...+ X, este constantd , atunci maximul produsului  p=X X, X;-...- X, este
atins numai atunci cand factorii devini egali.

Demonstratia:

Se poate face usor cu media lui Sturn , care este greu pentru liceu de aceea este mai
usor de determinat , justificat cu ajutorul urmatoarei propozifii:
Propozitia:

Dacd pentru numerele strict pozitive X,X,,..., X, avem X -X,-..-X =1, atunci

n
X, +X, +...+X, = n, egalitatea avand loc daca si numai dacd X, =X, =...=X, =1

Demonstratia:

Se face prin inductia matematica:
2

Pentru n=2 avem X, -X, =1 adica xZZ% ,de unde x1+x2=X1X1+122 ea fiind

echivalentd cu (X, —1)2 >0

Daca x, =X, =1avem x +X,=2 .

Dacd X-X,=1 si X +X,=2 atunci ecuatia Xx’—2x +1=0,(i=12) de unde
(X, —1)2 >0

Presupunem adevarata propozitia pentru K, X, - X, -...- X, =1 avem X +X, +...+ X, =K
egalitatea avand loc numai pentru X, =X, =...=X, =1

Demonstram propozitia pentru k+1.
Avem numerele strict pozitive X, X,, X;,..., X, X,,; astfel incat X -X,-...-X, ;X X, care

au produsul egal cu 1, 51 X, + X, + X5 +...+ X, + X, - X, > K.

Fara a restrange generalitatea , deoarece putem reindicia termenii, putem presupune ca
X1 21, % <1 deunde (x, —-1)(1-x,)=0.
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De aici rezultd ca X, + X=X X,+1 ~vom avea in  final
Xp+ X ot X+ X g X+ X o+ X+ X X, +1>K+1 ceea ce demonstreaza inegalitatea.

Dacd X, =X, =X; =...= X, =1, avem evident x, +X, +...+ X, =K +1

Sa presupunem cad X, =X, =..=X,, =L X +X, +..+ X, =K+1 si cd de exemplu
X, >1. Atunci fard a restrange generalitatea avem X, <1 ceea ce ne conduce la inegalitatea
strictd X, +X, +...+ X, >K+1 ceea ce este fals. Cu ajutorul acestei propozitii putem

demonstra:
Teorema:
Produsul a n factori variabili strict pozitivi a caror suma este constantd , devine maxim
cand factorii sunt egali .
Demonstratia:
Fie X,X,,...,X, strict pozitiv , astfel incat X +X, +...+X, =S (constant si sd notdm

n
X, Xy e X =)
Aplicand propozitia anterioard numerelor:

AT . unde X K XXX
Jo 0o TR
Xl >n adica p<(sj egalitatea avand loc dacd si numai daca
K f T n

X Xy

=1 de unde rezulta

N -~ . s .
Rezultd valoarea maximad a produsului este |— | care se obtine pentru
n

1
X, =X, =...= X =

n
. . S .
Din relatia p < (—j se poate deduce s>nf/p din care putem deduce ci valoarea
n

minima a sumei este n{/p care este atinsd pentru X, =X, =...= X, = Q/B .

Exemple:
1.) Din multimea triunghiurilor cu perimetrul 2p sa a se determine cel de arie maxima.
Aria triunghiului este datd de formula lui Heron

A=p(p-x)(p-y)(p-2), p="2"%

laturilor triunghiului.
Functia A:(O,oo) —)(0,00) este o functie strict crescatoare ,iar p este o constantd , maximul

unde p semiperimetru si X,y,z sunt lungimile

ariei sa va obtine simultan cu cel al produsului (p—x)(p—y)(p—2) ai carui factori au suma

(p—x)+(p-y)+(p—2z)=3p—(x+y+2)=3p—2p=p deci constantd.
Atunci maximul ariei se va obtine pentru factorii egali

p*/3
9

2 " . . :
Pp—-X=p—-y=pP—-2Z,adica X=y=2= ?p si A = fiind triunghiul echilateral.
2.) Dintr-o foaie dreptunghiulard de tabld de arie A=192 cm? si se
confectioneze un rezervor paralelipipedic fara capac , de volum maxim.

Rezolvare:
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Daca dimensiunile bazei rezervorului sunt x §i y iar z inalfimea, si notdm cu V volumul,

vom avea: Xy +2(yz+xz)=192 iar V(X,y,z)=xyz

Produsul  termenilor sumei din  primul  membru al ariei va fi
(xy)(2yz)(2xz) =4x*y?z* =4V? care fsi atinge maximul simultan cu V. Conform teoremei
demonstrate maximul se obtine pentru xy=2yz=2xz de unde x=y=2z care inlocuita in arie vom
avea 3xy=192sau 3x*=192,x* =64,x=y=8,z=4.
V... =256cm’

3)Sa se determine maximul functiei:

Fx) = (Bx — 1) (4 — 22) (1 —x), F: (%,1) _E

Rezolvare:

Functia f(x) este produsul a trei factori pozitivi cu suma constanta
(3x-1)+(4-2x)+(1-x)=4 constanta.

Pe de alta parte 3x-1=4-2x=1-x este incompatibil.

Pentru gasirea solutiilor se procedeaza asfel:

Se inmulteste functia f(x) cu A aranjandu-le convenabil

Apf (x)=(3Ax—2)(4u—2ux)(1-x) si suma expresiilor din cele trei paranteze:
(34 —2u—1)x+4u—A+1=0 este constantd numai dacd31-2u-1=0, atunci din
A(3x—1)=p(4-2x)=1-x,A= 1=x U= 1-x care se inlocuiesc in ~ 31-2u—-1=0

3x-1 2(2-x)
10-+19
—

se obtine ecuatia de gradul al doilea 9x* —20x+9=0 cu solutie acceptabild X, =

10-+/19
9

Acesta este punctul de maxim global al lui fgi max f = f ( ~ 4,43

MINIMUL SUMEI PENTRU PRODUS CONSTANT

Teorema:

O suma de doua variabile strict pozitive al caror produs este constant, devine minima
cand cele doua variabile iau valori egale .
Demonstratie:

Fie x i y doud numere strict pozitive , produsul lor p=xy este constant si S=x+y , X si
y sunt radacinile reale pozitive ale ecuatiei t*> —st+ p =0, adici A>0,s*°-4p>0.

Dat fiind faptul ca s>0 si p>0 rezultd ca s> 2\/6 , deci valoarea minima pe care o

poate lua este s =2,/p care obtinem pentru ridicinile egale ale ecuatieit®—st+p=0

adica x=y= \/B )
Exemplu:

1.) Doua forte concurente F1 si F2 al céror directii fac un unghi de 60°60° au marimi
variabile cu suma de 2N. Sa se gaseasca aceste forte astfel Incat rezultanta lor sa fie minima.
Rezolvare:

Aplicind  teorema cosinusului ~ in  triunghiul OAB rezultd  ca:
R*=F?+F?-2F, -F,-cos A

1

2
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R? :(F1 + FZ)2 -2FF, -2FF,co0sA=4-2FF,+ FF, =4-FF,
Marimea rezultantei este minima cand FiF, este maxima, care se realizeaza pentru
F,=F, =1IN forte egale R2 =3= R, =/3F

2.) Fie triunghiul ABC si un punct mobil pe latura BC. Care este pozitia punctului M
2

este minim.

pentru care raportul

Rezolvare:

Construim AD L BC.
Aplicand teorema generalizata a lui Pitagora, avem

AM? =BM? + AB® £ 2BM -BD din care rezultd
AM? AB?

=BM + +2BD
BM BM
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Ultimul termen al sumei din membrul drept este constant, deci minimul raportului din
2

membrul stang se obtine cand suma BM + este minima.

2

Dar termenii acestei ultimei sume au produsul -BM = AB? constant, atunci

2
conform teoremei suma devine minimd pentru AII?/I =MB adicda AB=BM si
2
min 28 =2(AB+BD).
BM

Teorema se poate generaliza si pentru n numere strict pozitive:

Suma a n numere strict pozitive variabile al caror produs este constant , devine minima
cand termenii sunt egali .

Demonstratia este analoagd teoremei referitoare produsului a n factori variabili cu
suma constanta.
Exemplu:

1.) Pentru constructia unui depozit in forma de paralelipiped urmeaza sa se cheltuiasca
a lei pentru 1m? de usa fatadd , b lei pentru 1m? de dusumea , c lei pentru 1m? de acoperis
platsi d lei pentru 1m? de ziduri laterale. Si se determine dimensiunile cladirii pentru ca la
un volum V dat, costul ei C sa fie minim.
Rezolvare:

Notand cu x si y dimensiunile bazei si cu z inaltimea paralelipipedului , avem V=xyz
urmand sa determindm minimul costului c .

c=axz+byz+cxy +2dyz+dxz =(a+d)xz+(b+c)xy + 2dyz

Inmultind termenii acestei sume avem:
(a+d)xz-(b+c)xy-2dyz=2(a+d)(b+c)dV? care este constantd . Atunci valoarea minima

a sumei C se obtine pentru
a+d _ b+c ) . .
(a+d)xz=(b+c)xy=2dyz ,de unde y= 4 X;Z= g X pe care introducindu-le in

2 2
relatia V=xyz obtinem X=3 & astfel y=3 M S1Z=3 M iar
(a+d)(b+c) 2d (b+c) 2d(a+d)

Coin =3-3/2d (a+d ) (b+c)V?
2.)Sa se confectioneze dintr-un patrat de carton de laturda a o cutie fard capac de
volum dat V. Sa se confectioneze cutia din materialul minim posibil.

Rezolvare:
Daca y este latura bazei cutiei si x indltimea sa , avem V= xy? constant. Aria celor

o . A . \
cinci fete ale cutiei va fi A=y +4xy, sau exprimand x din volum X=— VvOom avea

A=y>+—.
y

1
e . o~ = 4
Pentru a stabili minimul sumei constatam ca (y2 )2 -— =4V constant, avem
y
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N

2
yT =% de unde y*=2V deci y=3%2V,x :12 = i/% . Pitratul original trebuie si aibd
1 y

2
latura de lungime y + 2x = 23/2V .
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INEGALITATI PENTRU VALORI MEDII UZUALE

luliana MOLDOVAN

Scoala Gimnaziala ,,Grigore Moisil” Satu Mare, jud. Satu Mare, iu_moldovan@yahoo.fr

Rezumat: [n rezolvarea unor probleme de analizi matematica inegalitdtile intre medii sunt foarte
des folosite, pornind de la relatia dintre media lor aritmetica, geometrica si armonica au loc
inegalitatile, pe care le-am propus spre rezolvare in aceasta lucrare.

Metodele de rezolvarea problemelor stimuleaza invatarea, puterea elevilor de analizd, dar mai
ales creativitatea lor si puterea de comunicare dintre ei. Specific acestor metode este faptul ca ele
promoveaza interactiunea dintre elevi, schimbul de idei, de cunostinte, activitatea didactica fiind
interactivd, deci nu se va instala monotonia in procesul instructiv - educativ.

Cuvinte cheie: medie, functie, derivata, probleme

Determinarea valorilor extreme ale sirurilor finite de numere reale prezinta un interes
deosebit pentru rezolvarea pe o cale mai simpld a unor probleme de algebrd si analiza
matematica , fizica. Aceste valori extreme se obtin pentru diferite medii.

Inegalitatea pentru media ordinul r .

Fie r € R si sistemele de numere reale pozitive:

(ay.a,,...a,) respectiv (p,, ps,....p,)

Definitie:
Intelegem prin media de ordinul r a numerelor pozitive (a,,a,,...,a,) cu ponderile
L, pia

(P, P2s---, P, ) numMarul M, (r,a,p) = (_i_‘l_T)' unde r € B*, (1)
=1 FI

n
— n P E[:'-En_. Bi 40 —
= (ITix, a;71) =y =0

=min(a,,a,,...,a,),r = —w

max(a;,a,,...,a,),r =+w

Pentru r=-1;0;1;2 se obtin pe rand: media armonicd, media geometricd , media
aritmeticd si media patratica ponderata.

Teorema:

Valorile medii de ordin r€R , formeazi o ierarhie monotond, adicd
M, (r,a,p) <M, (r,ap) pentru n,m € Rr <rn, egalitatea obtinandu-se  pentru
=, =...=a,.
Demonstratia:

Se poate demonstra cu ajutorul derivatelor. Fiind M, (r,a,p) o functie derivabild in
raport cu r, va rezulta M, (r,a,p) = 0 deci functia M_(r,a, p) este crescatoare = inegalitatea

n L T+L
Se noteazd cu N, (r.a,p) = %%;T#, re R, (2
=1 PP

=min(a,,a,,...,a,),r = —w
=max(a,,a,,...,a,),r = 4+
Dacd ay,a,,...,a, ER si py =p, =...=p,, N,(r,a,p) - numitd medie cvasi-
armonica ponderatd se poate deduce din media aritmeticd ponderata si alte inegalitati care
deriva din monotonia acestei medii $i anume:
i"'u’n(rl, a) < N, (r,a) pentrur,m € By <
In cele ce urmeaza voi prezenta aplicatii ale mediilor introduse prin formule (1) si (2)
care se pot aplica in matematica liceului.
Inegalitatile fundamentale privind valorile medii.
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min(a;) < H(a,p) < Gla,p) = A(a,p) = P(a,p) < max(a,) acest sir de inegalitati rezultd
din monotonia lui (1) adicd M, (—o0) < M_(—1) < M, (1) < M_(2) < M_(+oo)

In matematica de liceu se folosesc deseori mediile aritmetice, geometrice si armonice a
n numere reale pozitive.

Fie n numere reale pozitive a,, a,, a,, ..., a, . Intre media lor aritmeticd, geometrica si
armonica au loc inegalitatiile.

a,4attay, o ——————— n . A ~ . ~
——7*="/a, a, ...a, =T, egalitatea avand loc dacd si numai daca
n VLT L BFE SRS
Ay s  ap
ﬂl = ﬂ.: ... = ﬂ.u.
Justificarea relatiei:
~ ~ ~ ~ 5 5 5
Daca notdam cu 5 =a, +a,+...+a, rezultd cd a, a, -a; -...aq, ==-=-. .-+
= - T n mn
! ,
n factori

relatia care este (maxim produs pentru suma constantd) echivalentd cu inegalitatea dintre
media geometricad §i media aritmetica.

Analog notdm cu P = %/a;a,...a, si tindnd cont de minimul sumei pentru produs
constant avem:
1 1 1 1,1 1 n . . .
—+—+..+== . + ;+... +; =2 dar aceasta nu este altceva decat inegalitatea dintre

mn
medie geometricd si media aritmeticd. Apoi prin proprietatea de tranzitivitate rezultd
inegalitatea scrisa.
O altd justificare se poate face prin inductie matematica pentru n = 2, iar o a treia
justificare se poate face cu ajutorul trinomului de gradul II. Stim ci Va € R,a” = 0.
. . . . . — 1y
Pornind de la inegalitatea evidentd 7=, (1' Ve, + \‘?) = 0,vx € R se poate deduce

inegalitatea mediilor.

a ~ . - J_ -
Intr-adevar  trinomul oy (x-a:i + 2x + —) =0 conduce la  trinomul
a;
2 1 . . .
x* X, a;, +2nx + ;;1; = 0. Oricare ar fi xe R, care are loc numai pentru
L
. 2 1
a=X",a >0sid<0dard=4n" —4-3" a, -2;*:1;5 0,/:4
I
. 1. ) e L 1
n° = Lty @ A=y din care prin extragerea radicinii rezultd —-Xiz;a; = E"‘u T
[ |::'_|;|_I:
(inegalitatea dintre m _ si m,)
Rezolvarea unor inegalitati:
. a®+5° a+b\? . .
1) Pentru a,b € B are loc: —— = (— ) care se poate rezolva cu inegalitatea
M:z(ri! ﬂ’-'pj = M:lz (rfr Cl,pj Sl anume M:(l, ﬂ'j = ME [3! ﬂ'j
2.)Va,b,c € R} are loc
a+b%+e® | BT+ +d” | S+dT+a® | dP+at b7
=
atbtec btctd ctdta dtatb _ﬂ+b+ﬂ'+d
Aplicand monotonia mediei cvasi-armonice ponderate

N (r,ap) =N, (rmap)n <navemN;(0,a) < Ny(1,a)

Iar inegalitatile din culegerea de probleme pentru liceu (Nastasescu), daca a,b,c sunt
numere reale pozitive, s se arate ca:

1.) (a+b)(b+c)(c+a)= 8abc

Se aplica ? = ,ﬂf'x_}?. Aplicatd inegalitatea scrisa sub forma x +y = E,va’x_}r pentru
perechiile (a,b);(b,c) si (c,a) si inmultind membru cu membru, rezulta inegalitatea scrisa.

2)(a®* +b*)-c+(b*+c*)-a+ (c*+a”) b= 6abc
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Din inegalitatea mediilor pentru numerele pozitive a2 ,b?,c2 avem:

a® + b* = 2ab/-c

b® 4+ ¢* = 2bc/- a siadunand acestea, rezultd inegalitatea .

c* +a* = 2ac/ b

3)2(a* +bh* +c) =(a+blab+ (b+c)bc+ (c +a)ca

Stim ¢ (x + ¥)* = 0 din care x* — xy + ¥* = xy,aplicdm inegalitatea scrisd pentru
(a,b),(b,c),(c,a) si Inmulfind respectiv cu atb, b+c, si cta apoi adunandu-le obtinem
inegalitatea datﬁ
ca_ atbte

=
bte cta 2

athb

-

,a,b,c € R}

S‘um cam, =my, (b,c) si (c,a) apoi le

adunam si rezulta inegalitatea.
5.)) Sa se determine conditiile in care se realizeazd minimul functiei
f:(0,m0) = R, f(x) =ax"+bx™"+ ccua,b,c>0.
Putem observa ca f(x) este suma a trei numere reale pozitive, deci putem aplica
inegalitatea mediilor. ax™ + bx™" + ¢ = 33/ (ax ") (bx ") castfel
ax” + bx™" + ¢ = 3Vabesau f(x) € E?JE,ED} atunci f ifmmm valoarea care este atinsa

R . e o chr
in caz de numere reale:ax™ = bx™ " =c =2 ab=c",x = (;) )
Zab

:‘2

6.) Daca a,be (0,1) , atunci Eagﬂ —|- Eagb

Folosind monotonia si semnul func‘;lel logarltmlce cu baza subunitard §i inegalitatea

mediilor 0 pentru a,b € (0,1) rezultﬁ
2ab

ath

log, Vab+ log, Vab < log, ——|- log,

Sau
Zab 2ab 1 _
log, — +log, — = ;(iogﬂ ab+log,ab)=

—(l—l-lagﬁb-l-l-i-fﬂgba]:‘—z-i-z|Eagﬂb log, a| =
'\l 1
#logﬂ$+logb$22.

A ~ b ~
7.) Tinand seama ca E + _= 2,Va,be R, si se demonstreze

(xf+x,+1) (a2 +a,t 1) wd 4oy +1)

=3%x, =0

i

Rezolvare:

Stim cd x?+x+123Vx? x- Lx®+x+ 1= 3x din care ==

=3 aplicand
pentru fiecare factor si inmultind avem:

xidx, 41l xbdx,+1 xrtx 41
2L .2 ., ol S 3.3 ,03=3",
x, X Xn —_—
n—ori
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DETERMINAREA UNEI FUNCTII OLOMORFE CAND SE CUNOASTE
PARTEA IMAGINARA

Anda-Patricia MOZA

Studenta anul II, Matematica, Facultatea de Informatica si Stiinte, Universitatea din Oradea,
andamoza2002@gmail.com

Rezumat: Daca se da partea imaginara a unei functii olomorfe, se cunoaste metoda determinarii
functiei prin integrarea unei diferentiale totale pe un drum format din reuniunea a clasei de
drumuri paralele cu axele de coordonate. In aceastd lucrare vom ardta ca se poate determina
functia prin integrarea unei derivate partiale ale unei functii integrabild in raport cu o anumitd
variabila.

Cuvinte cheie: functie olomorfa, parte imaginara

Preliminarii:

Reluarea notiunilor legate de diferentiabilitatea unei functii reale u(xq, x5, ..., x,) den
variabile reale, definita intr-un domeniu D.

Printr-un domeniu vom intelege o multime deschisa si convexa. O multime 4, Spunem
ca este deschisa daca oricare ar fi un punct aeA, exista un disc U(ea, r) © A. Despre multimea
A, spunem ca este conexa( sau dintr-o bucatd) daca oricare ar fi douda puncte M,N din
multimea A pot fi unite printr-o linie poligonala continuta in A.

Spunem cé functia u(x4, x5, ..., x,,) de n variabile reale definita pe acest domeniu D
este diferentiabild in punctul (xj, x3, ..., x5) dacd avem intr-o vecindtate U{jx;.

(1) Au = (uy +&)DAx; + (uy + &) Axy + -+ (u, + &)Ax,
unde prin Au am notat a cresterea functiei u corespunzitoare cresterii Ax; = x; — x,, 1; sunt
numere fixe si &, — 0 atunci cand Ax; — 0,Ax, — 0,..,Ax, — 0.

Daca o functie u(xq,x>,...,x,,) definite pe D, este diferentiabila in punctul interior

555

= e s . VA s o = . . du |
(xy, x5, ..., X,), atuncl exista in (xl.xz. .xn) derivatele partiale o egale cu ;.

Intr-adevar punand in x, = x,,x3 = xg, ..., X, = X, AVeM:

(] + Axy, x5, x5, 0, X5 ) — (X7, X3, -, X5y)

i, A, = alim s 61 =
Folosind acest rezultat, relatia (1) se scrie:
du du du
(2) Au= ﬂ—xlﬂxl + a—xzﬂ.xz + o+ a—xnﬂxn + & Axy + & Ax, + -+ §Ax,,.

Definitia 1: Partea principald din relatia (2) se numeste diferentiala functieiu(x4, x5, ..., x,,)
in punctul (x3, %5, ..., X,,) §i se noteazd
du du du
du = ﬂ—xldxl + ﬂ—xz + oo +6—x],tdx”

unde dx; sunt diferentialele variabilelor independente x;.

Daca functia u(x4, x5, ..., x,,) este derivabild partial in raport cu variabila x; In punctul
(x3,%5, .., X,) atunci ea este continud partial cu x; in punctul (x}, x5, ..., x,,).

Daca functia u(xq, x5, ...,x,) este derivabild partial in raport cu fiecare variabila
atunci functia este continud in raport cu fiecare variabila.
In concluzie, functia u(xy, x5, ..., x,,) este diferentiabild in punctul (x3, x5, ..., x,,) daci:

-]

O s x4 . dug . @ e e
1. Exista derivatele partiale a_;- finite (a_; € R) a punctului (xy, x5, ..., xp,)
1 1
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2°. Aceste derivate sunt continue in (x}, x5, ..., x,).

Vom relua pentru functia reala de doud variabile reale(x,y) conditia necesara si
suficientd ca derivatele mixte de ordinul doi sd fie egale. (Teorema A. Schwarz). Daca
functia wu(x,y) are derivatele partiale mixte de ordinul doi intr-o vecinatate a lui u(x,y) € D

si daca £, (x, ¥) este continud, atunci £, (x, ¥) = £y (x, y).

Diferentiala unei functii de mai multe variabile se numeste diferentiala totala.

O functie f: D © € — C, se numeste functie complexa de variabild complexa
z = x + Ly, care face ca fiecarui numar complex z € D sd-i corespundd un singur numar
complex w = f(z).
Observatie: Dacd functia f face ca unui numar complex z € D sa-1 corespunda mai multe
valori atunci vom defini o functie complexa multiforma ca de exemplu:
f(z) =lnz,z€ C' sau f(z) =+zz € C.

Dacaz =x +1iy; x,y ER, atunciw = f(z) = f(x + iy) = ul(x, y) + iv(x,y), unde
x,y,u,v ER;
atunci pun in evidentd doud functiireale w: RX R — R, v: R X R — R.

In acest caz egalitatea w = f(z), poate fi interpretatd ca transformarea punctuala care
transforma punctele din planul (z), numit planul variabilei independente in punctul din planul
(w) numit planul variabilei dependente.

Studiul unei functii complexe de variabild complexa revine la studiul unui cuplu de
doua functii reale de doua variabile reale

u(x,y) = Ref(2),v(x,y) = Imf(z).
Fie f(z) = ul(x,y) +iv(x,y), z=x+iy €D c R%
Definitie : Fie f(z) = u(x,y) + iv(x, y), o functie complex de variabila z = x + iy definite
in D sizg = xg + iyy € D. Prin definitie derivate in z,, este :

. A . Au+idv
f'(zp) = lim & = lim :
z—zy AZ Az—0 Ax +HiAY

daca limita exista si este finite. Daca derivate f'(z,) esxistd atunci spunem ca functia este
monogena.

Pentru ca limita sa existe este necesar sa existe limitele pe dreapta y = y, pentru
Ax — 0 g1 pentru x = x, pentru Ay — 0 si aceste limite sa fie egale.

Prima limita
Au+idv

. ulxg+Ax,yg) A Av(xg+Ax.vo)—vixg.va)
lim DRmol 4 i lim 0 o oYo —
Ax—0Q
du . dv

— |\ XqV L—\Xqn, V.
ax 0.}0) + ax( o Yo)

. Au . Av
= lim (—+i—) = lim
Ax—0Ax Ay Ax—0 Ax Ax—0 Ax

A doua limita:

I Autidv 1 (ﬂu .ﬂ.v)
Ay 2o iy sy S i Ay T Ay
1 ulxe,yo +4y) —ulxe,yo) | . . v(xo,¥0 +Ay) — v(xg,¥0)
=—| lim + i lim
[ |[Ay—0 L‘;y Ay—0 ﬂy
1[du v
= 7 a—y(xﬂ-}’u) + l?(xﬂ-}’ﬂ) .
Pentru ca limita sa existe este necesar ca cele doua limite sa fie egale in z,.
du dv(xg,ve) 1 f0ulxy,ve)  dv(xg, Vo)
5(’:“'}“) T dx i ady T ady )
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Egalitate echivalenta cu:

5H( )+ 0v(xg,y0)  9v(xo,¥0) . 0u(xg,¥0)
gy oY T dx B ady ' ady
De unde obtinem conditiile Cauchy-Riemann:
811( _ 9v(xo,¥0)
ox Yol = dy
Bu( )= av(xg, vo)
ady *0. Yol = dx
In acest caz
. du 0v(xg, Vo) ) du av
f'(zy) = a(xﬂ.y{,) + I——p  sau fllzg) = —La—y (x0,¥0) + 3y (xg, ¥p) sau
, af , 10f (xo,¥0)
f'(zo) = a(xo-}’o) sau f'(z) = ;T
Fie functia f:D c R? — C, o functie de clasa €2 pe D.
2 2
Functia Af = sz; + z—}; se numeste laplacianul functiei f pe D.

Dacd Af = 0 functia f se numeste armonica pe ().
Definitie: Fie u(x, v) si v(x, y) doua functii armonice pe D. Daca

du _ dv
ax a8y . . . . . . ..
ou 5, 1norice punct din D, atuncl v(x, y), se numeste conjugata armonica a functiei
ay  ox
u(x,v).

Observatie: In general nu orice functie armonici pe un domeniu D, admite o conjugati
armonicd. Daca insa D este un domeniu simplu conex atunci orice functie u(x,y) armonica
pe D admite o conjugatd armonicd 1(x,y) si numai una, abstractie facind de o constantd
aditiva ( reala sau complexa).

Analizand definitia de mai sus se poate introduce urmatoarea definitie:

Definitie: Functiile u(x,y) si v(x, y) pentru care functia f(z) = u(z) + iv(z) este olomorfa
de pe D se numesc functii armonice.

Daca se da partea imaginard a unei functii olomorfe f(z) = u(z) + iv(z) pe un
domeniu D simplu conex atunci pentru determinarea ei vom judeca astfel. Pentru ca o functie
w(x,y) sa fie conjugata armonicd a functiei v(x,y) este nevoie sd satisfacd conditiile
Cauchy-Riemann:

dv B dw dw _ dv
ox dy ax _E.'y
dv B dw = dw _ dv
dy  Ox dy  dx

Pe de alta parte functia v(x, y) este conjugata armonica a unei functii armonice u(x, y) si au
loc relatiile lui Cauchy-Riemann:

du dv
ax dy
du dv
dy - ox

Sa determinam conditia care leagd aceste conjugate:
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dw  dv _ du _ @(-u)
<. ) Ox - ay T ax ax
Daca: dw  dv du _ d(—u)
dy ax ay ay
De unde rezulta ca w(x,y) = —u(x,y).

Folosind aceasta egalitate obtinem expresia functiei olomorfe
flz) =wlx,y)+iv(x,y) = —ulx,y) + iv(x,y).

Pentru determinarea functiei w(x, y) olomorfa si conjugata armonica a functiei
v(x,v) armonica vom aplica doua metode.

: .. : o . ] a
Metoda I: scriem definitia conjugatei unei functii date, avem: —j: = —%
] a av aw @ . :
Si —w = a; nde — si > sunt functii continue de unde rezulta ca Pyl - Sunt contiune, deci
w(x, y) este o func‘,ue diferentiabila si are loc egalitatea:
dw(x,y) = dw g +6wd 61?d +61?d
w(x,y) = —dx+—-—dy =———dx+—dy.
Y= ax ay T Ty T W
a

: . a
Deoarece functia v(x,y) este armonica rezulta ca expresia — % dx + é dy este o

diferentiabila totala, deci poate fi integrata pe un drum y continut intr-un domeniu D, si are

loc:
J- dw(x,y) —J- [ dx—l—dy}
Y

Deoarece functia v este o functie armonica, 1ntegrala curbilinie din membrul drept poate fi
integrate pe un drum y = AB U BM, format din reuniunea a doua drumuri paralele cu axele
Ox si Oy, considerand ca A(x, vp) s1 M (x, v, ), obtinem:

w(x,y) = f:; ( ouet. yﬂ}) dx + fy (av{x r}) dr + k, unde te[xg, x] si e[y, v1, keR.

Metoda a ll-a:  Din definitia conjugatad avem:

aw av adv(x,
— = — unde vy
dy dx

integrabila:

este o functie de doua variabile reale (x, y) continua si deci

f— y= f—d}’JrC(X)

De unde obtinem w(x,y) = f o “dy + C(x), unde functia C (x) se determina folosind a doua
relatie a lui Cauchy-Riemann.

Exemplu 1
Fie v(x,y) = 2xy. Sa se determine functia olomorfa pe € care are partea imaginara
v(x,v) = 2xy.
Aratam ca functia v(x, y) este o functie armonica. Pentru aceasta calculam:
dv d%v dv d%v d*v  9%v
azZy ﬁzﬂ,a—y:‘?x ﬁzﬂ,deunde ﬁ—l-@:ﬂ
De unde rezulta ca v(x, y) = 2xy este o functie armonica. Pentru ca w(x, y) sa fie conjugate
armonica a functiei v(x, y) este nacesar sa satisfaca conditiile lui Cauchy-Riemann:

Jdvr dw dw
a = ay _ a_y — (Z_X}r):’x — 2}:
dv _ dw dw

v o G T =

246



STIINTE EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

Pentru determinarea functiei w vom folosi doua metode.
Metoda I:

A . . dw . dw ~ - .. . .
Analizand derivatele partiale ox % oy observand ca sunt functii continue pe R2. Atunci

functia w(x, y) este o functie diferentiabila pe R? si avem

_ow(x,y) ow(x,y) ,  0dv dv
dw(x,y) = I dx + 3y dy __ﬂ_ydx +Ed}

. . .o . av av . g ege
Deoarece functia v(x,y) este o functie armonica atunci — 2 dx + o dy este o diferentiabila

totald pe € si expresia poate fi integratd pe o curba y.

dv dv
[ dw(x,y) =[ (——dx + —dy) = [ (—2xdx + 2ydy)
v v dy dx v

Deoarece membrul drept este o diferentiabila totald, integrala este o integrala independenta de
drum si vom integra pe y = AB U BM, unde AB este un segment paralel cu axa Ox si BM un
segment paralel cu axa Oy.

wix,y) +k = f (—2xdx + 2ydy) = (—2xdx + 2ydy) + (—2xdx + 2ydy).
ABUBM AB BM

Pentru ca integrala curbilinie sa fie calculata este necesar sd construim o reprezentare
parametrica a drumurilor:

x=e@(t)=t
AB:{ ,
y=v¢(@=0
(x=px)=x ;
te[0,x] BM: {y () = U,xe]]-?&, v e[0, v]
x y
wix,v) +k =[ —2tdt+2-0-0 -I—[ —2x-0+ 2vdv
0 0

w(x,y) = —x*+y?+C
Tinand cont de definitia conjugatei functiei v(x,y) = Imf(z), avem
wix,y) = —w(x,y) = x? — y? + C. Rezulta ca functia f(z) = x* — y? + i2xy + C.
VVom rezolva, folosind metoda doua adica integrand o derivata partiala.

Metoda a Il-a:
Am aratat cd v(x,y) = 2xy, este o functie armonica, deci admite o conjugata armonica. Fie
w(x, y) conjugata armonica a functiei v(x,y) = 2xy, atunci satisface conditia lui Cauchy-
Riemann:

dv dw ow
R ; — 2},
3}5 3} = a}r
Jdv - dw dw

dy  ox \ax o X
Fiecare derivata partiald este continua deci integrabila
dw
[ 3y &y =12ydy +CC) = wlxy) =y +C0).

Constanta variabilad C(x) se determina impunand ca functia w(x, y) sa satisfaca conditia din
relatiile lui Cauchy-Riemann:
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aw;_;y} (v2 4 C(x)), = C'(x) = C'(x) = —2x de unde C(x) = —x2 + C. Inlocuind in

wix,y) = y% +C(x) = y?> — x2 + C(x). Tinand cont de definitia conjugatei armonice
obtinem ca u(x,y) = Ref(z) = —w(x,yv) = x2 —y2 + C.

Functia olomorfa care are partea imaginara v(x,y) = 2xy este

f(z) =x%? —y%? + i2xy + C, CeR. Din acest exemplu rezulta ca cele doud metode sunt
echivalente. A doua metoda are avantajul in a calcula mai simplu.

Exemplul 2

Sa se determine functia olomorfa pe €* care are partea imaginara

Aratam ca functia v(x,y) este armonica. Pentru aceasta calculam:
v .. Xy v - —3x2% 4?2
ax T zrynzaxz TV Gzyy)s
dv 1 x2—y? 3% —3x2 +y?
Freiaia’ (- ow wra-s v B i v Rt R ( ow Sa
dy 2 (P +y2)?* oy (x? +¥?)
Obtinem:
d’v  9%v 0
a2 Tay? T

De unde rezulta ca v este o functie armonica. Pentru ca w(x, y) sa fie conjugata armonica a
functiei v(x, y) este necesar sa satisfaca conditiile lui Cauchy-Riemann:

dv  dw
ax dy
dv dw
dy T ox

Pentru determinarea functiei vom folosi metoda integrarii unei derivate partiale integrabila in
raport cu o anumitd variabila si folosind o constanta variabila pe care o determinam folosind
cealalta relatie a lui Cauchy-Riemann.

ow vy ! Xy
= (3 +x2 —y2 ——) = 2x+—"—
ay ( Tty 2(x% +y?)/ x+ (x2 +y2)?

a . . . . s . n
Deoarece % este o functie continud pe C*, ea este o functie integrabild pe C*, in raport cu

variabila y si are loc egalitatea:
W, —(z T )d
ay T\ Ty

Integrand egalitatea avem:

wix,v) = [ |2x + dy +C(x) = 2x + C(x)

X

(x2 2)2} Y- 2(x2 +v2)
Pentru determinarea constantei varlabllel C(x), folosim ceea de a doua relatie a lui Cauchy-
Riemann .

dw dv 1 x?2—y?

. oy Pt i

dx dy 2 (x2+y3?)
Calculam

1_{jx2+y2)—x-2x , P y2—x? ,
Ew‘l‘{f(x)—z;} 7+C(K).

+C(x) _2}’_ 2 (x24y?)2

[2 ik 2+y2]
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2_y2 1 x2_y2 ,
=2+ o T O

Egaland cele doua expresiiZy + S 2 Pty

De unde obtinem C'(x) = 0, deci avem C(x) = k.
Am obtinut:

X
W(x,}’) = ZX}’ —m + k.

Din definitia conjugatei functiei Imf(z), w(x,y) = —u(x,y), rezulta
X .
u(x,y) = Ref(z) = —2xy+ T + k, obtinem
}T

x
:—2_ T - '-( 2 _ 2 - 3
f(2) Xy +2(x2 ) +i-[x ¥ 262+ ) 1

e
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INVATAMANTUL PRESCOLAR LA BAZA PREGATIRII PENTRU SCOALA

Ioana MURESAN
GPP nr 25 Oradea, jud. Bihor, profesor pentru invatimantul prescolar, ioanamuresan80@yahoo.com

Rezumat: Rolul activitatii matematice in gradinita este de a inifia copilul in procesul de
matematizare, pentru a asigura infelegerea unor modele uzuale ale realitatii aviand ca ipoteza de
lucru specificul formarii reprezentarilor matematice pe nivele de vdarstd. Procesul de
matematizare trebuie conceput ca o succesiune de activitai — observare, deducere, concretizare,
abstractizare — fiecare conducdnd la un anumit rezultat.
Cuvinte cheie: activiati matematice, abilitati matematice

Pentru asigurarea unei continuitdti in dezvoltarea copilului si mai ales pentru a i se
potenta sansa unei optime integrari in clasa pregatitoare, se prevede organizarea in gradinifele
de copii a unor grupe mari care si-i pregateasca pe copii pentru acesta grupa pregatitoare de la
scoald. Constituirea acestor clase pregatitoare reprezinta o sansa datd tuturor pentru a se nsusi
elementele formative care conduc la aptitudinile de scolaritate.

Grupa mare 1isi poate gasi finalitatea atunci cand existd o cooperare permanenta intre
educatoare si invatatoare, ambele fiind abilitate din punct de vedere psihopedagogic sa lucreze
cu copiii de aceastd varsta. Ratiunea constituirii acestor grupe in gradinitd este de a asigura,
prin structurile continutului si ale activitatilor specifice, dezvoltarea copilului sub aspect
cognitiv si al limbajului, dezvoltarea psiho-motorie si fizicd si formarea unor abilitati
artistico-estetice si socio-afective. Aceste componente structureaza, de fapt, directiile de
dezoltare a personalitatii copilului care, pe parcursul scolarizarii, dobandeste o alta devenire.

Clasa pregatitoare de la scoald are la baza o strategie si continuturi care nu copiaza
modelele scolare. Strategiile adoptate promoveaza un alt sistem decat cel de pand acum si
anume, o educatie individualzata, cu accentuate valente formative, in functie de ritmul propriu
de dezvoltare al fiecarui copil, de cerintele, capacitatile si nevoile sale.

Pornindu-se de la acest deziderat, se preconizeaza o noua abordare a educatiei
prescolarului in perspectiva drepturilor sale, ca persoand care trebuie respectatd si incurajata,
care solicitd o permanentd apreciere. Din acest punct de vedere conceptul de ,.educatie
timpurie” trebuie inteles nu ca o coborare a perioadei de scolaritate ci ca un ansamblu de
demersuri in urmatoarea perspectiva:

o unicitatea copilului, copilul este unic, cu ritm de dezvoltare propriu, cu
potentialitatea sa, cu cerintele sale;

o abordarea copilului de la 0-6 ani in continuitate fireascd de dezvoltare, in care
educatia sa aiba un caracter dinamic;

o respectarea dreptului fundamental al copilului la joc si, prin aceasta activitate ludica,
la invatare;

o pregatirea copilului pentru a invéta;

o accesul copilului la educatie activa si creativa;

o accesul la formele democratice, specifice ale invatamantului romanesc;

o sprijinirea dezvoltarii personalidtii copilului fara hiatusuri sau disfunctii;

o formarea aptitudinii de scolaritate, asadar, o abordare complexa, din punct de vedere
socio-emotional,cognitiv, estetic si psiho-motor, cu acent pe elementele formative.

Din aceastd perspectiva, programa invatamantului prescolar acceptd orice inovare a
continutului, insa solicita respectarea si atingerea fintelor pe care le prefigureaza obiectivele
generale si specifice ale invatamantului prescolar.

Neavand obiective structurate pe grupe de varsta, programa pare la prima vedere (mai
ales pentru nespecialisti), incomodd. Din acest punct de vedere, educatoarele intampina
dificultati in elaborarea planificarilor si in structurarea continuturilor. Aceasta este doar o
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aparentd, in realitate, pornind de la observatia stiintifica asupra copilului, efectuatd in cadrul
unei evaluari predictive, educatoarea sesiseaza ca exista mari diferente in dezvoltarea copiilor
din grupa, chiar dacd ei au aproximativ aceeasi varsta. Diferentele apar cu mai mare pregnanta
la varsta de 5-6 ani a copilului, in special la copiii normal dezvoltati si care in familie au
beneficiat de o atentd supraveghere, sau la cei care provin din medii socio-culturale
defavorizate. In aceste situatii, educatia globala devine ineficients, accentueaza disfunctiile si
prefigureaza sistemul de educatie, cu accent pe instructie si nu pe educatie, pe dezvoltarea
libera a creativitatii copilului, a intregii sale personalitati.

Premisele de la care porneste programa stau, deci, la baza conceptului de ,,educatie
timpurie” si de sprijinire diferentiata, in functie de capacitatile si trebuintele copilului, pe
dezvoltarea lui, astfel incat acesta sa fie capabil de insusirea valorilor umaniste. Programa este
un instrument de lucru in sprijinul educatoarei si se adreseaza cadrelor didactice specializate
in educatia prescolard; acestea 1si vor delimita continuturile ce urmeaza a fi predate, isi vor ale
strategiile care sa conduca la alegerea si asimilarea acestor continuturi, vor efectua evaluarile
care masoara si apreciaza progresele copiilor: initiale, intermediare si finale.

In ceea ce priveste activitatea matematici, in programa scolari se urmdireste ca
obiectivele specifice acestei discipline sa se realizeze in continuturi adecvate varstei
prescolare, printr-o abordare interdisciplinard si cu valete practice evidente. De exemplu,
formarea deprinderii de determinare a dimensiunii, a volumului, de cunoastere a cifrelor, de
discriminare a cantitatii, etc. se poate aborda in orice activitate care se organizeaza cu copiii.
In prezentarea continutului unor asemenea activitati s-a urmarit latura practica cu care copilul
se confrunti cotidian. In acest fel, activitatea matematica din gradinitd nu se va desfasura ca
un scop in sine; se va urmarii dezvoltarea gandirii, formarea unor abilitdti care sa-1 conduca
pe copil la rezolvarea unor situatii problemad sau a unor situatii firesti de viata. Pentru
categoria de ,,mulfime” se va folosi si termenul de ,,colectie”, utilizat in manualele alternative
de la clasa I. Termenii specifici se adreseaza, in primul rand, educatoarelor, urmarind ca
acestea sa-1 introducd gradat, in continutul activitatilor organizate cu copiii.

De mare utilitate credem ca vor fi fisele pentru exercitii grafice si pentru activitati
matematice, pe care educatoarele le pot interpreta ca modele sau sugestii de elaborare in
realizarea sarcinilor didactice. Fisele contin formularea obiectivului urmarit, mijloacele prin
care poate fi realizat, cerintele in legatura cu elementele ilustrative ce compun fisa, precum si
unele aspecte cu privire la evaluarea rezultatelor, atunci cand se doreste sa se faca
interpretarea globald, comparativa sau individuala.

Se stie faptul ca, In prezent copiii recunosc cifrele, fac exercitii individuale si in grup
cu obiecte, piese geometrice, cu materiale distribuite individual, sau chiar efectueazd simple
exercifii aritmetice in care se folosesc cifrele. La grupele mari, ponderea acestora va fi
insemnatd dar nu numai in activitatile matematice. De exemplu, la sectorul ,,Stiintd”, copiii,
prin joc, au posibilitatea sa ordoneze seminte, obiecte, plane, frunze, sd le numere, sa le aseze
spatial unde doresc, sa le diferentieze, sa le clasifice dupa diferite criterii, sd le asambleze in
diferite figuri. In sectorul ,,Constructii” cel mai frecvent solicitat in organizarea grupului de
joc, copiii pot numara piesele, componentele truselor respective, pot stabili caracteristice
acestora (culorile, marimea, asperitatea, duritatea, formele, criteriile de asamblare pe
orizontald, verticald, In spatiu), pot delimita aceste elemente in functie de ceea ce doresc sa
realizeze. In toate demersurile pe care le intreprinde cu copiii, educatoarea va urmari
careacterul practic al activitatilor matematice.

Bine organizate, activitifile matematice din gradinifd vor dezvolta capacitati
intelectuale, vor forma abilitd{i practice care, mai tarziu, vor conduce la formarea
comportamentului pozitiv al copilului fatd de situatiile concrete ce urmeaza sa le rezolve.

Fara o cunoastere profunda a acestui domeniu, fara abordarea stiintifica a obiectivelor,
continuturilor, strategiile de realizare a acestora si fara o evaluare continud a rezultatelor (atat
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al activitatii educatoarelor, cat si a progresului copiilor) nu se poate vorbi de strategia
dezvoltarii invaamantului prescolar, de finalitatile sale in perspectiva reformei
invatdmantului.

Grupa mare, cuprinzand copiii de varste intre 5 si 6 ani de gradinita, reprezinta puntea
de legatura intre Invatdmantul prescolar si cel primar. Aceasta are caracter obligatoriu, pentru
0 mai bund conturare a atitudinii de scolaritate, pentru crearea premiselor integrarii copiilor,
cu sanse sporite de reusita 1n activitatea scolara.

Este necesara proiectarea unui continut optim si coerent de instruire si educare menit
sd vizeze dezvoltarea capacitatilor intelectuale, educarea afectivitatii, sociabilitatii si a
motivatiei, dezvoltarea psiho-motorie a copilului si sa contribuie la maturizarea scolara a
acestuia.

Prin influentele formative la care sunt supusi copiii, pe fondul activitatii ludice si
optionale, al interrelatiilor promovate, se Inregistreaza mari progrese in cele trei domenii ale
activitatii psihice: cognitive, afectiv-motivationale si dezvoltarea vointei si a conduitei social-
morale.

La intrarea in scoald, copilul va dispune de un comportament cognitiv conturat care,
desi dependent de caracteristicile varstei, constituie o premisa pentru asimilarile viitoare.

Se cuvine ca educatorul si Invatatorul sa cunoasca indeaproape copilul, fiintd activa,
entitate cu particularitati riguros individualizate, s invete sa-1 observe, sa-i asculte dorintele,
sd-1 acorde sprijin, dandu-i In acelasi timp Incredere in fortele proprii, incurajandu-i tendinta
de independenta si autonomie in actiune, sa cultive aspiratia, motivatia, interesul pentru
invatatura si pentru orice fel de activitate.

O data cu capacitatile perceptive se dezvolta si reprezentarile. Perceptia se detagseaza
de situatii concrete determinate prin intermediul actiunilor cu obiectele. Copilul invata sa
observe, sa examineze obiectele, operand cu diverse criterii: forma, marime, culoare, volum;
percepe raporturile Intre marimi si obiecte diferite, raportul spatial — pozitional al obiectelor
asezate in ordine crescatoare §i descrescatoare a sirului numeric, aspect foarte important
pentru psihogeneza elementelor gandirii matematice.

In invitimantul prescolar activitatea matematici contribuie la trecerea treptatd la
gandirea logica, abstracta, pregatind copiii pentru intelegerea si insugirea matematicii in clasa
intai. Rolul activitatilor matematice nu este de a-1 invata pe copii anumite notiuni abstracte, ci
de a pune bazele formarii deprinderii de munca intelectuald, de a-i face apti sd inteleaga si sa
descopere relatii abstracte.

In invatamantul prescolar rolul activititilor matematice este de a initia copilul in
procesul de matematizare. Procesul de matematizare este conceput ca 0 succesiune de
activitati: observare, deducere, concretizare, abstractizare, fiecare conducand la un anumit
rezultat.

Cercetarile In domeniul psihologiei invatarii matematice evidentiaza necesitatea
actiunii concrete cu obiecte, atdt in invatdmantul prescolar, cat si in Invatamantul primar,
pentru interiorizarea operatiilor, precum si pentru utilizarea proprietatilor de comutativitate si
asociativitate in scopul insusirii constiente si depline a operatiilor aritmetice.

Programa activitatilor matematice din invatamantul prescolar are obiective cadru,
obiective de referintd si continuturi specifice diferitelor grupe de varstd. Acestea sunt
structurate in conformitate cu noua conceptie a studierii matematicii in ciclul primar.

In clasa pregititoare principalele cunostinte, priceperi si deprinderi matematice pe
care le dobandeste elevul se refera la numarul natural si la operatiile de adunare si scadere, in
gradinitd copiii insusindu-si cunostintele pregatitoare pentru intelegerea acestora.

Realizarea activitatii din gradinitd impune nevoia actiunii convergente educator —
grupa mare — Invatator — clasa pregatitoare — pentru realizarea telului comun — trecerea
treptata si fireascad a copilului de la gradinita la scoala.
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Avand un rol cu preponderentd formativ, Invatimantul prescolar dezvoltd gandirea,
inteligenta, spiritul de obervatie al copiilor, exersand operatiile de analizd, sinteza,
comparatie, abstractizare, generalizare. Prin manuirea materialului didactic n gradinita, copiii
invata sa formeze multimi de obiecte, descopera proprietatile lor caracteristice, stabileste
relatiile dintre ele, efectueazi operatii cu ele. In cadrul jocurilor matematice, copiii sunt
familiarizati cu unele nofiuni elementare despre mulfimi si relatii. Rezolvand exercitii de
gandire logicad pe mulfimi concrete (figuri geometrice), ei dobandesc pregatirea necesara
pentru intelegerea numarului natural si a operatiilor cu numere naturale, pe baza mulfimilor si
a operatiilor cu multimi (conjunctia, disjunctia, echivalenta multimilor). Astfel, se desfasoara
exercitii de clasificare, comparare si ordonare a multimilor de obiecte.
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SECTIUNEA DE AUR N MUZICA

Andrea Csilla NEGRU

Liceul de Arte Oradea, judetul Bihor, profesor de matematica, negru.andrea@yahoo.com

Rezumat: In prezentul articol studieazd din punct de vedere matematic numdrul de aur ¢, pe unul
dintre cele mai misterioase numere, constituind de secole o fascinatie pentru matematicieni artisti
§1 muzicieni.

Cuvinte cheie: sectiunea de aur, numarul de aur, numarul ¢.

»NU S-ar putea oare reprezenta muzica drept matematica a simgurilor si matematica drept
muzicd a ratiunii? Cdci muzicianul simte matematica, iar matematicianul concepe muzica.
Muzica-i vis, matematica viata practica | ” - Sylvester

Definitie:
a b
& & o
N i
~—
a+b
Fig.1

Sectiunea de Aur a segmentului a+b din desen este realizata atunci cand raportul
dintre a+b si a este egal cu raportul dintre a si b. In aceasti ilustratic a este numit "extrema
ratie", iar b este numit "medie".

Euclid I-a denumit pe ¢ ca fiind simpla impartire a unui segment de dreapta in ceea ce
el a numit "medie” si "extrema ratie". lata cuvintele lui: "Spunem ca un segment de dreaptad a
fost impartit in medie §i extremd ratie atunci cdnd segmentul intreg se raporteaza la
segmentul mai mare precum se raporteaza segmentul cel mare la cel mai mic".

Cu alte cuvinte, 1n Fig.1, daca
a+b a

a b
atunci segmentul a+b a fost impartit intr-o sectiune de aur cu simbolul ¢.

Raportul de aur este un numar irational, i poate fi calculat din ecuatia:

+b A
ars _ % =@, care conduce la: > —p—1=0, avand ca rezultat:

a
1+\/§

2

In secolul V. 1.Hr. matematicianul grec Hispassus din Metapontum a descoperit ci ¢
este un numar cu un numdr infinit de zecimale, care nu prezintd nici o regularitate in repetarea
lor (adica este neperiodic, si anume irational). El a descoperit ca ¢ nu poate fi exprimat ca un
raport intre doud numere intregi (de ex. 1/2;3/4;76/98;...etc.)..

Muzica, arta care exprimd cu ajutorul sunetelor sentimente si stiri psihice, sunete
combinate melodios si armonic spre a fi placute auzului, a aparut de timpuriu in istoria
culturii; de muzica a dispus omul nainte de a articula cuvinte, poate din paleolitic, sigur din
neolitic. Ea se bazeaza pe sunetele produse de vibratiile regulate ale corpurilor elastice, adica
pe sunete muzicale (muzica electronicd modernd foloseste insad uneori, pe langa sunete
muzicale, si zgomote, adica vibratii neregulate; iar aga-numita muzica abstracta utilizeaza cu
precadere-zgomote.

~1,6180339887 ...
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Pitagora era si fan al muzicii. El juca pe diferite instrumente muzicale cum ar fi un
monocord, o cutie de rezonanta cu o singura coarda. Pitagora a vrut sa vada ce sunete obtine
daci foloseste un culisor pentru a modifica lungimea coardei vibrante. in lipsa acestui culisor,
avem un sunet intial elementar. Daca acest culisor este plasat in centru, de fiecare parte a
coardei vibrante vom obtine acelasi sunet si anume un ton cu o octava mai ridicat decat acel
sunet elementar. Daca Tmpartim coarda in 3/5 sau 2/5 (trei cincimi sau doua cincimi), vom
obtine o cvintd perfecti. In mod straniu, Pitagora a observat ci dacd nu imparte coarda in
rapoarte simple, notele obfinute erau discordante. Se pare ca notele care impresioneaza cel
mai placut urechea sunt cele obtinute prin plasarea culisorului in locul care imparte coarda in
raportul de aur.

Numai matematica singura insa nu este capabild sa explice totul in muzica. Nu se va
ajunge niciodatd sa se scrie muzica cu ajutorul simbolismului matematic ca, de exemplu,
muzica in ecuatii. Dar muzica poate fi tratata prin mijlocirea matematicii, aceasta dandu-i un
fundament solid de mare profunzime. In sprijinul acestei idei, calculatoarele pot fi folosite la
mecanizarea orchestratiilor compozitiilor muzicale. in scrierea programelor, intervin legile
armoniei.

Cine studiaza istoria matematicii constatd ca Gh. Titeica, Dimitrie Pompeiu, Traian
Lalescu si Petre Sergescu cantau la vioara, Victor Valcovici la flaut, Mihail Ghermanescu la
violoncel. Toti acestia nu erau simpli diletanti, ci executan{i foarte buni ai compozitiilor
muzicale clasice. La Paris era arhicunoscut un cvartet desavarsit, din care faceau parte
matematicienii Henri Poincare si C.A. Laisant, cvartet care interpreta in special pe L.van
Beethoven.

Si in muzica intervine, ca si in poezie, cadenta si masura; numai asa se asigurd
trdinicia si estetica operelor muzicale. Cum cadenta si masura inseamnd matematica, iatd
legatura stransa dintre arta care poate exprima toate sentimentele omenesti si stiinta
certitudinii.

Toate cvartetele de coarde si toate orchestrele simfonice folosesc si astazi descoperirea
lui Pitagora cu privire la raporturile in numere intregi dintre diversele sunete muzicale. In
plus, in programele de invdtdmant din Grecia anticd si pand in epoca medievald, muzica era
considerata o parte a matematicii, iar muzicienii si-au concentrat eforturile asupra intelegerii
bazei matematice a sunetelor. Conceptul de ,,muzica a sferelor" a reprezentat o glorioasa
sintezd dintre muzicad si matematicd, iar In imaginatia filozofilor si muzicienilor el lega
intregul cosmos intr-un unic mare proiect care putea fi perceput doar de cei putini, inzestrati
in acest sens. Dupa cum spunea marele orator si filozof roman Cicero (cca 100-43 1. Cr.):
”Urechile muritorilor sunt pline de acest sunet, dar ei sunt incapabili sa-1 perceapa... La fel de
bine puteti incerca sa priviti direct Soarele, ale carui raze sunt prea puternice pentru ochii
vostri." Abia in secolul XII s-a desprins muzica de retetele si formulele matematice. Dar chiar
si in secolul XVIII, filozoful rationalist german Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) scria:
»Muzica este un exercitiu aritmetic secret, iar cel ce se ocupa cu ea nu-si da seama ca
opereazd cu numere". Cam in aceeasi perioadd, marele compozitor german Johann Sebastian
Bach (1685-1750) avea o fascinatie pentru jocurile cu note muzicale si cu numere. De
exemplu, el si-a incifrat semnatura in unele din compozitiile sale prin coduri muzicale. In
vechea notatie muzicald germana, B insemna Si-bemol, iar H insemna Si-becar, deci Bach si-a
putut scrie numele pe note: Si-bemol, La, Do, Si-becar. O alta criptare folosita de Bach se
baza pe Gematria. Luand A=1, B=2, C=3 s.a.m.d, B-A-C-H=14, iar J-S-B-A-C-H=41
(deoarece J si I erau aceeasi litera in alfabetul german din vremea lui Bach). In amuzanta sa
carte Bachanalia (1994), matematicianul Eric Altschuler da numeroase exemple pentru
aparitiile lui 14 (codificat BACH) si 41 (codificat JSBACH) in muzica lui Bach, aparitii
despre care crede ca au fost introduse deliberat de Bach.
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Data fiind aceastd relatie istoricd Intre muzicd §i numere, e cat se poate de firesc sa ne
intrebdam dacd Sectiunea de Aur (sa numerele lui Fibonacci) au jucat vreun rol fie in
dezvoltarea instrumentelor muzicale, fie iIn compozitia muzicala.

Vioara este un instrument in care Sectiunea de Aur apare frecvent. De regula, cutia de
rezonantd a viorii contine doudsprezece sau mai multe arcuri de curbura (curbele viorii) pe
fiecare parte. Arcul plat de la baza este deseori centrat in punctul corespunzind Sectiunii de
Aur de deasupra liniei centrale.

Unele dintre cele mai cunoscute viori au fost faurite de Antonio Stradivari (1644-
1737) din Cremona, Italia. Desene originale arata ca Stradivari s-a preocupat in mod special si
plaseze geometric ,,ochii" gaurilor in forma de f in pozitii determinate de Sectiunea de Aur.
Putini sunt cei ce 1si inchipuie cd Sectiunea de Aur este cea care-i conferd unei viori
Stradivarius calitatea ei superioara. Elemente cum ar fi lacul, lemnul si mestesugul artizanal n
genere sunt citate drept potential ingredient “secret". Multi experti sunt de acord ca
popularitatea viorilor din secolul XVIII tine de faptul ca se pot folosi in sali mari de concert.
Majoritatea acestor experti vd vor mai spune cd nu existd nici un “secret" al viorilor
Stradivarius - ele sunt pur si simplu inimitabile opere de artd, suma tuturor componentelor
reprezentand maiastra lor realizare.

BIBLIOGRAFIE
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Rezumat: In aceastd lucrare ne propunem constructia unui tip abstract de date, cu precizie virtual
nelimitatd, pentru a fi capabili sa obtinem un zoom infinit asupra fractalilor.

Fractalul este o figura geometrica fragmentatda sau frdanta care poate fi divizata in parti, astfel
incdt fiecare dintre acestea sa fie (cel putin aproximativ) o copie miniaturald a intregului, motiv

pentru care imaginea poate fi maritd la infinit.

Fractalul asupra caruia s-au facut simularile se numeste Multimea Iui Mandelbrot.

Cuvinte cheie:fractali, tipuri de date, precizie nelimitata

INTRODUCERE

Pornind de la provocarea de a reprezenta
Multimea lui Mandelbrot[2] in mod vizual[Fig. 1],
iar mai apoi de a fi capabili sd apropiem imaginea
in mod repetat [1], am observat repede limitarile
de precizie a tipului de date ,,double”. Cu tipul de
date ,.float” nici macar nu am incercat sa lucram,
stiind limitarile de precizie si mai drastice de cat
cele ale tipului double.

Crezand ca o sa rezolvam problema de
precizie cu ajutorul tipului ,,decimal”, am folosit
acest tip de date in calculele programului nostru,
mult mai precis, dar care vine cu un cost
suplimentar din punct de vedere al timpului in
care putem obtine o apropiere a imaginii. Decimal
ne-a ajutat destul de mult, pentru cd am fost
capabili sa ajungem de la o precizie de ~15-17
cifre zecimale, a tipului double, la o precizie mult

mai mare, de 28-29 de cifre la partea fractionara.
Faptul ca nu eram capabili sa apropiem o

Fig. 1 — Un exemplu de zoom pe setul Mandelbrot

imagine a unui fractal la infinit in limbajul de programare C#, ne-a determinat sa ne cream
propriul tip de date, care sa poata stoca numere cu o parte fractionard cu precizie virtual
infinitd, singura limitare in acest sens venind doar de la resursele de stocare ale calculatorului.

Am definit aceasta structurd, HighPrecisionDecimal”, pe care urmeaza sa v-0

prezentdm in urmatoarele randuri.
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DEZVOLTAREA APLICATIEI LA NIVEL STRUCTURAL

Aplicatia in care am integrat Reset
structura  ,,HighPrecisionDecimal”  se
numeste ,,MandelbrotVisualizer’[Fig. 2], si w1
are ca scop, dupa cum 1ii spune Si e
numele,de vizualizare a Multimii lui )
Mandelbrot.

Prima capabilitate (feature), cea
mai importantd, a aplicatiei noastre este
cea de apropiere (zoom) asupra setului
Mandelbrot, capabilitate pe care ne-am
propus-o inca de la inceputul proiectului.

O alta capabilitate, care are un rol

important penFru ) c.Iaritatea si Fig. 2 — Instanta a programului de simulare
frumusetea imaginilor, este

alegerea numarului maxim de iteratii pentru care se testeaza dacd un punct apartine sau nu
multimii Mandelbrot. Numarul de iteratii este important pentru cd daca se fac multe iteratii,
imaginile vor fi mai colorate si se vor vedea limitele setului mai frumos, intr-0 varietate de
culori.[4]

In plus, fata de anterioarele, aplicatia poate salva o imagineMandelbrot rezultati la un
anumit moment,cu extensia ,,png”, iar dimensiunea in pixeli a imaginii salvate poate fi
selectatachiar de catre utilizatorul aplicatiei.

De asemenea, prin intermediul aplicatiei vizuale se poate selecta precizia si tipul de
date folosit (double, decimal sau HighPrecisionDecimal). Totodata, aplicatia contine limitele
intervalelor de pe axa Ox si Oy pentru care se analizeaza multimea Mandelbrot.

La nivelul structurii HighPrecisionDecimal, aceasta suportd operatii aritmetice, cum ar
fi adunarea, scdderea si inmultirea, dar implementeaza si operatori relationali, cum ar fi ,,mai
mare”, ,,mai mic”, ,,diferit” sau ,,egal”. Alte metode ale structurii sunt ,,Absolute” (modul),
,»Negative” (care transforma un numar pozitiv in numar negativ) sau,,Clone” (care creeaza o
clona a obiectului).

Structura interactioneaza cu celelalte tipuri de date cu ajutorul constructorilor si a
metodelor de conversie.

Constructorii pot transforma alte tipuri de date in tipul HighPrecisionDecimal. Primul
constructor transforma un string (sir de caractere) inHighPrecisionDecimal, pe cind cel de al
doilea constructor transforma o variabila de tip decimal in aceasta structura.

Metodele de conversie create pentru aceastd structurd, care sunt folosite in aplicatia de
zoom, sunt ,,ToDouble” si ,,ToDecimal”, care convertesc structura noastrd de date in tipul
double, respectiv decimal.

Prezentam in continuare definitia clasei HighPrecisionDecimal, care implementeaza

interfetele ,,JIComparable” si,,[Equatable” [5]:

public struct HighPrecisionDecimal :1IEquatable<HighPrecisionDecimal>,

IComparable<HighPrecisionDecimal>

{

public static HighPrecisionDecimal Four = new HighPrecisionDecimal(4m);
public static HighPrecisionDecimal Two = new HighPrecisionDecimal(2m);
public static HighPrecisionDecimalMinusOne = new HighPrecisionDecimal(-1m);
public static HighPrecisionDecimal Zero = new HighPrecisionDecimal(0m);
public static int CurrentMaxPrecision = 28;
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bool isPositive;

int intValue;
int[] fraction;

int? _uD;

int usedDecimals{ ... }

int CurrentSize{ get { return fraction.Length; } }

public HighPrecisionDecimal(string value) { ... }

public HighPrecisionDecimal(decimal value) { ... }

public HighPrecisionDecimal() { ... }

public static HighPrecisionDecimal operator +(HighPrecisionDecimal left,
HighPrecisionDecimal right) { ... }

public static HighPrecisionDecimal operator -(HighPrecisionDecimal left,
HighPrecisionDecimal right) { ... }

public static HighPrecisionDecimal operator *(HighPrecisionDecimal left,
HighPrecisionDecimal right) { ... }

public static bool operator <(HighPrecisionDecimal left, HighPrecisionDecimal right) {

.

public static bool operator >(HighPrecisionDecimal left, HighPrecisionDecimal right) {

.}

public static bool operator <=(HighPrecisionDecimal left, HighPrecisionDecimal right) {

.

public static bool operator >=(HighPrecisionDecimal left, HighPrecisionDecimal right) {

.

public static bool operator ==(HighPrecisionDecimal left, HighPrecisionDecimal right) {

.

public static bool operator '=(HighPrecisionDecimal left, HighPrecisionDecimal right) {
e}
HighPrecisionDecimalNegative() { ... }
HighPrecisionDecimal Absolute() { ... }
HighPrecisionDecimalClone() { ... }
public override string ToString() { ... }
public int CompareTo(HighPrecisionDecimal other) { ... }
public bool Equals(HighPrecisionDecimal other) { ... }
public override bool Equals(object? obj) { ... }
public override int GetHashCode() { ... }

CONCEPTE FOLOSITE

Structura dezvoltata de noi a fost construitd in asa fel incat sa fie usor de integrat in
alte proiecte, pentru a fi folosita de noi si de cei care au nevoie de acest tip de date, care aleg
sa evite implementarea acestuia, implementare ce poate fi dificila, mai ales cand vine vorba
de operatorii aritmetici, pe numere cu semn.

De asemenea, am incercat sa obtinem o implementare a programului cit mai lizibila,
din punct de vedere al citirii de cod C#, cu functii cat mai scurte si denumiri ale variabilelor
cat mai usor de inteles, in limba engleza, pentru a putea fi folosit si extins de pasionatii de cod
din intreaga lume. [5]

Un alt concept pe care ne bazam este programarea paralela[3], de care ne-am folosit
pentru a creste considerabil viteza de ,,randare” a imaginii din setul Mandelbrot, la un anumit
moment de zoom.

Instructiunea ,,pentru” (for), folositd in mod paralel [3], are puterea de a accesa mai
multe fire de executie (threads), pentru a obtine diferite parti din imagine, calculate n acelasi
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timp. In functie de procesor, acesta poate avea pand la 2 fire de executie per nucleu (de
exemplu, un procesor cu 8 nuclee va avea 16 fire de executie). Un numar mare de fire de
executie folosite simultan, cum ar fi 16, creste viteza de ,,randare” a imaginii de 16 ori, cu
ajutorul programarii paralele.

Pe partea de ,,debugging” a calculelor ce folosesc structura HighPrecisionDecimal, am
folosit o aplicatie de consold (ConsoleApp) unde am testat fiecare operator implementat si
unde am comparat raspunsurile date, cu cele corecte, pentru a ne asigura cid logica
implementatd de noi este in concordantd cu logica matematicd din punct de vedere al
calculelor.

REZULTATE SI CONCLUZII
Aplicatia noastra obtine imagini vizuale ale multimii Mandelbrot si este capabila de
zoomrelativ infinit. Nivelul preciziei se schimba atunci cand este cazul, de la variabile
pastrate cu tipul double, mai apoi la variabile de tip decimal, iar in final, pentru valori cu peste
29 de cifre la partea fractionard, se foloseste tipul HighPrecisionDecimal.
Nivelul maxim de zoom la care am ajuns
pani acum este o imagine de 1 x 1070 din cea
initialad, comparativ, cea mai mica unitate de
masurd observabild, unitatea planck, are o
dimensiune del.61 x 10°° metri, deci imaginea
noastra este mai mult mai micd decat orice
observabil In lumea reala, practic inexistenta, cel
putin in zilele noastre.Aceastd imagine are o
precizie de 70 de cifre la partea fractionard.Am
atasat imaginea obtinuta in partea dreapta[Fig. 3].
Durata obtinerii acestei imagini a fost de
aproximativ 4 ore, pe un singur fir de executie.

HighPrecisionDecimal este un tip de date Fig. 3 — Zoom 107°
gandit in special pentru a satisface cerintele
aplicatiei noastre, unde avem nevoie de precizie relativ infinitd, la partea fractionara, dar unde
partea intreaga este de obicei intre valori unitare (-2 si 2), motiv pentru care partea intreaga a
tipului nostru de date este stocatdintr-o variabild de tip ,,int” (intre -2.147.483.648 si
2.147.483.647).

Am ales aceasta reprezentare pentru a economisi timp de executie si spatiu, dar tipul
creat de noi poate fi extins spre a putea fi calculate si alte operatii matematice cu acesta (de
exemplu: radicalul, ridicarea la putere).

Daca sunteti interesati de modul in care am programat aplicatia pentru zoom pe
multimea Mandelbrot sau vreti sa integrati in programele voastre structura
,»HighPrecisionDecimal”, puteti sd gasiti proiectul, in mod public, pe profilul de GitHub al lui
Roland:

https://github.com/roland31x/MandelbrotVisualizer

Va recomandam sa studiati subiectul Multimii Mandelbrot si a fractalilor la randul
vostru, pentru cd puteti gasi raspunsuri la Intrebari la care nu aveti inca unul.
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Rezumat: In aceastd lucrare se prezintd aplicatii ale functiilor indefinit derivabile pentru scierea
dezvolarilor in serie Taylor si in serie Mac-Laurin ale functiilor €*,c08 x, sinx, si functiile
hiperbolice.

Cuvinte cheie: functie indefinit derivabild, seria Taylor, seria Mac-Laurin, functia e*, functia
cos x, functia sin x, functii hiperbolice.

1. INTRODUCERE
Pentru studierea dezvoltarilor in serie a functiilor avem nevoie de formula lui Taylor si de
formula lui Mac-Laurin.
a) Formulele lui Taylor si Mac-Laurin.
Fie f o functie continud, pe [a, f], impreuna cu primele (p + 1) derivate succesive f'(x),
£ )., FP (), £ P (x) in intervalul [a, B1.
Formula lui Taylor este o generalizare a formulei cresterilor finite (sau formula lui
Lagrange):
f(b) —f(a) =(b—1) f'(c), unde a si b sunt valori oarecare din intervalul [«, 8], fixate, iar
¢ un numar din intervalul (a,b). Pentru formula lui Lagrange este ca functia f sa admita o
derivata f'(x) pe intervalul (a, b) si derivata sa fie continua pe (a, b).
Pentru deducerea formulei lui Taylor procedam astfel:
Fie a si b doua valori fixate in intervalul («, ). Putem scrie
(1) FB) = f(@) + (b — ) f'(@) + k(b — a)?,
unde k este dat de egalitatea k = L@+ (b-a)7 (@)

(b-a)
Definim functia ¢: [a, f] = R,
p(x) = f(x) — f(a) — (x —a) f'(@) + k(b — a)”.
Avem @(a) =0, ¢(b) = 0, deci f'(c,) =0,¢c; € (a, b).
Dar

') =f'(x)— f'(@) — 2k(x —a).
Deci @'(a) =0 si f’(c;) =0, rezulta din Teorema lui Rolle cd existd un punct
c; € (@, cq) astfel incat f''(c;) = 0.
Calculam "' (x) = f""(x) — 2k.
Pentru x = ¢, avem ¢@"'(c,) = f""(c;) — 2k.
Rezulta k = %f”(cz).
Inlocuind in (1), pe k, obtinem:
@) f®) = f@ + b - a)f"(@ + T2 (cy).
Formula (2) o putem generaliza sub forma:

@) f®) =@+ 2@+ T f(@ 4t T

numarul k fiind determmat de egalltatea (3).

Constanta k poate fi determinata si de alta expresie, formand functia ¢.
(x—a)P*t

@) 000 = 00— F(@) =52 /(@) = 2 (a) = o m EZE ) ) - EZ

Avem g@(a) =0, @(b) = 0, deci f’ (.:.'1) =0,c; € (a,b).
Dar

(b— a] (b—a)btt

(p+1)!

—fP@+ k,
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(5) @' () = f'(X)— (@) — (x — )" f"(a) — - — 2= f o) (g) - E2D°

(p—1)! (!
Daca in (5) facem x = a, obtinem ¢’(a) = 0. Cum ¢'(c,) = 0, va trebui ca f"'(c;) = 0,
Cuc, € (@, cy).
Din aproape in aproape, observand ci derivatele de ordinul p ale lui (x —a)?*! se
anuleaza pentru x = a $i vom avea:

©"(a) =0,¢"(c;) =0,deci,@" (c3) =0,

oP(a) =0, q:-p(cp) = 0, deci .qa{p"'l}(c{pﬂ}) =0,

unde c3 € (a, b), ..., cps1 € (a, b).

Dar

(6) 9P+ (x) = FPH(0) — k
deoarece toti ceilalti termeni de derivare au disparut, deoarece proveneau dintr-un polinom de
gradul p iar derivata de ordin (p + 1) alui (x —a)?* ! este (p + 1)
Inlocuind pe x = Cp+1 1n (6), obtinem:
PP (cps1) = fP(cps1) — k = 0 deunde k = fFP*1(cpyeq).
Daca notam c,4+1 = ¢ si ¢ € (a, b), obtinem:

(M) F®) = F(@ + 52 /(@) + E5 (@) + ot

Formula (7) se numeste formula 1u1 Taylor.
Formula lui Taylor poate fi scrisa si sub forma:
Notand b = x -I—hsix =a, avem

8) F(x + 1) = fO) +2 0+ f"(x) + - AT FP O+
unde 0 <8 < 1.
Formula (8) ne da valoarea functiei f pentru (x + h) cunoscand functia si derivatele ei

pentru valoarea x a variabilei.
Daca in formula lui Taylor (7 1nlocuim b =xslia= 0 obtinem

9) fG)=FO + L O+ f”(0)+ + f{p}(O)Jr —Fe (6),

unde0 < 8 < 1.
Sub aceasta forma, formula (9) poarta numele de formula lui Mac-Laurin.
Vom da expresia formulei lui Taylor si Mac-Laurin pentru un polinom de gradul unde

(b— a] (b—a)P*

(p+1)!

— P+ G- (o),

{pﬂ}‘ " D 4 gR),

(p+1)!

p.
J'J' { }
p(x) =p(a) + /P (a )+ 200 (@) 4+ 2@ (),
Pentru a = 0, obtlnem formula lui Mac- Laurln
pCo) = p(0) + Zp/(0) + % p(0) + - +Zp®(0).

2. SERIA TAYLOR SI SERIA MAC-LAURIN

Sa presupunem ca functia f(x),x € [a, f], este continud si indefinit derivabila si ca in
intervalul (a, §) toate derivatele ei sunt marginite superior de un numar fix, adica:
|f™ (0)| < M, oricare ar fin € N.
M,

(x— a}p

Atunci avem |R,| <

—alP

|
Seria cu termenul general 27— Eoal® M este convergentd, deoarece hm - M =0, de
unde rezultd ca lim R4, = 0.
p—oo0

Sa consideram seria:
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(x— a} (x— ﬂ}

(10) fl@+=f"(@+ fr@+-+——f™ (@ + -

Notam cu Sn+1(x) suma prlmelor (n+1) termenl

2
Sps1(x) = (- ) () + - _|_( ) FO ().
Atunci
A1) FG)=Su1 () + Rusr () unde Ry () = 250 i]ly FO@).

Calculand limita lui (11), avem:
flx)=lim 5,1 (x) + lim R4, (x) = lim S,5,(x),
de unde rezulta ca seria este convergenta si obtinem:
(12)  fO) = f@+S0 @+ @) + o+

numita seria Taylor.
Daca in (12) a = 0, obtinem:

(13) ) =FO+ZF O+ F70) 4+ FW0) + -,

numita seria Mac-Laurin .

(x— a}

— @+,

3. APLICATII ALE DERIVABILITATII FUNCTIILOR

Vom da dezvoltarea 1n serie Taylor si in serie Mac-Laurin pentru unele functii indefinit
derivabile:
a) Pentru functia f:R — R, f(x) = e¥,x € R.
Deoarece f'(x) =e*, f"(x) =%, .., f™"(x) = e¥, ... functia este indefinit derivabila si
toate derivatele sunt functii continue pe R.
Seria Taylor este:

X—a (x —a)’ (x—a)"
e¥ = e +——f'(@) + 57— f"(@) + -+ ——F (@) +
Xx—a (x—a)z (x—a}”
a a a ~__ 4 e
e“ + 1 e” + 21 e + y e’ + =
x—a (x—a)? (x —a)™
a(1+ T TR TR
Dacéd a = 0, obtinem seria Mac-Laurin:
P T+ i o
1 2!
Atat seria Taylor cat si seria Mac-Laurin a functiei f (x) = e* sunt serii convergente pe
R.
b) Fie acum functia f:C — C, f(z) = e?, care este o functic monogend pe € si indefinit
derivabila.

Se stie ci (%)’ = e?, (e%)™ = e?,
Fie acum un z, € C, atunci f(zy) = e si (e?)™(z,) = e%,¥n € N.
Dezvoltarea si seria Taylor 1n jurul punctului zg, este:

e? = g% (1+z 0 +[z 20 +[Z zo)” +),VZEC.

Daca z, = 0, obtinem dezvoltarea §1 seria Mac- Laurin:
2 1
=l+5 4+t VZEC
c) Dezvoltarea functiei f(x) = cos x.
VVom calcula derivatele succesive ale ei:
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(cosx) = —sinx = cos (x + g),

(cosx)" = [cos (x + g)]: = — sin(x —I—g) = +cos (x —I—g + g) = cos (x + 2%)
Prin inductie se poate determina ca:
(cos x)™ = cos (x + ng) ,VxERn €.

Seria Taylor pentru functia f (x) = cos x si x = x, este:

_ X —Xp (x — 0) U
COSX = COSXy + 1 Ccos (xg + 2) Tcos(x{J + 25) + .
(x — x)" T
TCOS (xﬂ + RE) + -
Daca x, = 0, obtinem seria Mac-Laurin:
= -_ _ n. e
cosx = 1 2I-I-‘__“. +(—-1) (2n)!+ ,¥x €ER.

d) Dezvoltarea functiei f(x) = sinx, Vx € R.
Se stie ca functia sinus este indefinit derivabila pe R.
Sa calculam derivatele sale:

(sinx)" = cosx = sin (x + g)
(sinx)" = [sin(x —l—;)]: = cos (x —I—;) = sin (x + Zg)
Prin inductie se poate deduce ci (sinx)™ = sin (x + ng)

Avem pentru functia f(x) = sinx, dezvoltarea in serie Taylor:
X —x x — xp)? x — xp)"
% (sinxy) + % (sinxg)" 4« —I—% (sinxg)™ 4 -
Daci tinem cont ¢ @) =0 si f@*D(0) = (—=1)", pentru x, = 0 obtinem
dezvoltarea lui Mac-Laurin:
2 x3 x3 x5 2n-1

X X X
_ . (— . — i._- 0
sinx = 0+ THET -0+ T (-1) + T + 3 + 4 (1) i Dr

sinx = sinxg +

Daca inlocuim pe x = z € €, obtinem dezvoltarea in serie Mac-Laurin:

z 23 55 2n+1
== D —— 4. VZEC,
sinz 1 3|+5+ -+ (—1) (2n—|—1)!+ Z
si
z2 g4 220
(:r::osz:l—g-l-{_1 .+ (= 1)"-(2n)!+--+,VzE{C.

Cele doua serii complexe sunt convergente pe C, adica au raza de convergentd p = .
Observatie: Daca se cunoaste seria

(D" x2n+1
(Z2n+ 1)
n=0

atunci putem obtine dezvoltarea in serie a functiei cosx. Seria din membrul drept avand raza
de convergenta p = oo este convergenta pe orice interval ] € R, deci poate fi integrata termen
cu termen.

Fie x € R" fixat, atunci avem:

D" (—1)"
tdt = ZJ- entl gy — 2n+2'
L sin @n+1)! L (Zn+1)! *

sinx =

deci
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x2 1 1
—cosx—l—l——z'—ﬁx —I—gx
de unde obtinem
x%2 x* x®
COSX = 1—F+E—§+

e) Formula lui Euler
Din dezvoltarile in serie ale functiilor e, sinx, cosx, rezulta unele formule remarcabile
date de Euler care ne vor permite sd definim functii transcedente si hiperbolice.
Vom defini simbolic e™, inlocuind pe x prin ix in dezvoltarea in serie a lui e* si avem:

xz xdr Zn
ix _ o mn.
e —[1 2|+ .t (1) (2 )l
Zn—1
S Dl ——— 4|
+Ll + + A DTt
unde am avut i € {—i, i, —1,1}. (i?=-1,=—ii*=1,i*=ii®*=-1)

Tinand cont de dezvoltarea in serie a functiilor sin x, cos x obtinem formula:
e™ = cosx +isinx,Vx € R

Inlocuind x = —t, obtinem:
e 't = cos(—t) + isin(—t) = cost — isint,
deoarece cos(—t) = cost si sin(—t) = — sint.
Din relatiile e = cosx + isinx si e™™ = cosx — i sinx obtinem:
eIx _I_ E_Ix ) eIx _ ie_lx
cosX = ————, sinx = ——-——r\,

numite formulele lui Euler.
Observatie: Daca

T X y A | .
x:E, EZZCOSE-I-LSIHE:].—I-I'O:].
X =TI, em =cosm+isint=—-14+i-0=—1
3T 3n 3m | 3m . .
xz?. e 2 =COS?+LSII].?=O—1'L=—L
x = 2m, e?" —cos2m +isin2r=1+4+i-0=1
x = 2km, e2kT — cos2km + isin2km = 1,
deoarece:
cos0=1,k=0
cos 2k = cos2mn=1,k=1

= 2km=1k E7F,
cosdm=1,k=2 cos erm

sin0 =0,k =0
sin2n=0,k=1
sin2km = sindmr =0,k=2 =sin2kn=0,k € Z
sin(—2m) =0,k = —

f) Functiile hiperbolice
Definitie: Vom defini functiile ch, sh, th: R — R, prin:
" et te” L e —e™ o _shx _ezx—l
e i i T
Toate aceste functii sunt functii de clasa C* pe R si au proprietatile:
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e* +e *\ ¥ —e7¥
1)ch’x=( > ) = > = sh x;
e¥ — p~X ! X + e X
Z)Sh’x:( > ) = = ch x;
e* £ e X 2 eX — X 2
s -aes= (“E7) (25
) ch*x — sh*x > >
e?* L 2e¥e X f e X — X L 2% —e X 4e¥-g% ~
— gﬂ — ]—:
x 1
32x _ E—Zx e’ — BW getx -1
4 hz — = — ,
) sh 2x 2 2 2e2%
e¥ + e p¥ _pX €2x -1 32x +1 (BZx)Z _ 12 getx -1
shx-chx = > - > = P - g% = 2o7E = 1o7% = sh 2x
=2shx-chx.
e* + e*\? e* —e %\ 2
5y eh2x = attx 4 six = (CE) 1 (C2T) s
Dezvoltarea in serie Mac-Laurin, a functiilor hiperbolice este:
x x3 x5 x2n+1
hyxy=— 41— 1 _ 1. e
sShx=ntaiter Tty T
by 14
=TTy o)

pentru orice x € R, dezvoltare care se obtine folosind formulele pentru e*si e ™.

Observatie: Denumirea functiilor hiperbolice provine din faptul cd M(cht,sht),t € R,
descrie 0 ramuri a hiperbolei echilaterale x — y? = 1.

Intr-adevar punctul M(cht, sht),t € R satisface ecuatia: ch>x — sh?x = 1, conform
proprietatii 3).
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GENERALIZED CHAOTIC MAPS
Andreea Nicoleta PAUL
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Rezumat: [n aceastd lucrare se prezinti generalizarea hdrtilor haotice si asemdnarea dintre ele.
Cuvinte cheie:coeficienti, relatii matematice, nonliniaritate.

In aceasta lucrare studiem generalizarea hartilor haotice. Continutul fiecarei harti este
obtinut diferit, pe baza unor regului matematice specifice si cu ajutorul principiilor de
generalizare si simbolizare.

Folosind anumiti coeficienti ajungem la harti personalizate cum ar fi: harta logistica
care este cea mai utilizatd hartd in teoria sistemelor dinamice neliniare, harta Lorenz, harta
Hennon si multe altele.

Generalizarea hartilor haotice este un proces complex, deoarece hartile haotice pot
avea caracteristici foarte variate si comportament imprevizibil. Cu toate acestea, exista cateva
directii generale pe care le poti urma pentru a generaliza hartile haotice:

1. Studiazi hartile haotice existente: Incepe prin a analiza diferite harti haotice deja
dezvoltate si studiate, cum ar fi harta logistica, harta Henon sau sistemul Lorenz.
intelege proprietitile, ecuatiile si comportamentul acestor harti.

1.1. Harta logistica: Harta logistica este una dintre cele mai simple si cunoscute harti
haotice. Ea este definitd de ecuatia logistica:

Xpgr =T ?x:'z[il Xy

Unde x, este valoarea la pasul n, iar r este un parametru care controleaza comportamentul

hartii. Harta logistica prezinta o gama variata de comportamente, incluzand perioade fixe,

traiectorii periodice si comportament haotic, in functie de valoarea parametrului r.

1.2.  Harta Henon: Harta Henon este o altd harta haotica simpla, dar cu un comportament
complex. Este definita de urng‘létoarele ecuatii:

{xn+1 =1- QXp + ¥n
Yne1 = bx n

Unde x, si y, sunt coordonatele punctului la pasul n, iar a si b sunt parametri. Harta Henon

produce traiectorii haotice cu proprietati fractale si atractori haotici.

2. Identifica caracteristicile comune: Cautd similitudini sau modele comune intre hartile
haotice. Poate fi vorba de dependenta sensibila de conditiile initiale, nonlinearitate sau
alte trasaturi caracteristice ale haosului. Identifica structurile sau relatiile matematice
pe care le impartasesc aceste harti.

3. Analizeazd ecuatiile guvernatoare: Analizeaza ecuatiile guvernatoare ale hartilor
haotice pentru a intelege principiile fundamentale care stau la baza comportamentului
haotic. Aceasta poate implica studiul ecuatiilor diferentiale, ecuatiilor de diferente sau
altor formuladri matematice care descriu hartile.

3.1.  Ecuatiile diferentiale: Unele harti haotice, cum ar fi sistemul Lorenz, sunt definite prin
ecuatii diferentiale. Aceste ecuatii descriu ratele de schimbare ale variabilelor de stare in
functie de timp. Prin analiza sistemului de ecuatii diferentiale si a punctelor critice, se
poate obtine o intelegere a atractorilor haotici si a comportamentului traiectoriilor in timp.

3.2.  Ecuatiile de diferente: Alte harti haotice, cum ar fi harta logistica, sunt definite prin
ecuatii de diferente. Aceste ecuatii reprezinta evolutia variabilelor de stare intr-un mod
discret, pas cu pas. Analiza ecuatiilor de diferente poate dezvalui comportamentul haotic,
traiectorii periodice, punctele fixe sau ciclurile in harta haotica.

3.3. Sisteme de ecuatii: Unele harti haotice pot fi reprezentate prin sisteme de ecuatii
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diferentiale sau ecuatii de diferente. Aceste sisteme implica interactiuni complexe Intre

mai multe variabile si pot genera comportamente haotice complexe. Analiza sistemelor de

ecuatii poate implica metode matematice precum analiza stabilitatii, punctele critice,
atractori sau diagrame bifurcationale.

4. Defineste un cadru generalizat: Pe baza caracteristicilor comune si a principiilor
subiacente identificate, formuleaza un cadru generalizat sau un set de ecuatii care
poate descric o gamad largd de harti haotice. Acest cadru ar trebui sd captureze
elementele esentiale ale haosului, permitand totusi variatii si personalizari.

4.1. Nonlinearitate: Cadru generalizat ar trebui sa includa ecuatii nonlineare sau
componente nonlineare semnificative. Nonlinearitatea este o trasdturd esentiald care
contribuie la comportamentul haotic.

4.2. Sensibilitatea la conditiile initiale: Cadru generalizat ar trebui sa captureze
sensibilitatea la conditiile initiale. Acest aspect poate fi realizat prin includerea termenilor
sau relatiilor care permit propagarea erorilor initiale si generarea traiectoriilor haotice
distincte.

4.3.  Atractori haotici: Cadru generalizat ar trebui sa permita aparitia atractorilor haotici.
Aceasta poate fi realizatd prin includerea relatiilor matematice care conduc la forme
complexe si comportament haotic.

4.4. Variabilitate si personalizare: Cadru generalizat ar trebui sd permitd variatii si
personalizari. Acest lucru poate fi realizat prin includerea unor parametri ajustabili care
pot influenta comportamentul hartii si prin posibilitatea de a adduga sau modifica
componente specifice pentru a obtine trasaturi particulare.

5. Valideaza si testeaza: Odatd ce ai cadru generalizat, testeaza-l pe harti haotice
cunoscute pentru a te asigura ca poate reproduce comportamentul lor. Verifica daca
generalizeaza corect trasaturile esentiale ale haosului si daca este capabil sda redea
comportamentul hartilor haotice specifice.

5.1.  Reproducerea hartilor haotice cunoscute: Incepe prin testarea cadrelor generalizate pe
harti haotice cunoscute si bine studiate, cum ar fi harta logisticd sau harta Henon.
Compara rezultatele obtinute din cadru cu comportamentul si trasaturile deja documentate
pentru aceste harti. Asigura-te ca cadru reproduce corect atractorii haotici, ciclurile,
sensibilitatea la conditiile initiale si alte caracteristici relevante.

5.2. Testarea cu valori limitd si conditii extreme: Verifica cum se comportd cadru
generalizat in situatii limitd si conditii extreme. Acest lucru poate implica utilizarea
valorilor initiale si parametrilor extreme pentru a evalua stabilitatea si comportamentul
hartilor haotice generate de cadru. Asigura-te ca cadru se comporta intr-un mod plauzibil
st coerent in astfel de situatii.

5.3. Analiza parametrilor si ajustarea cadrelor: Experimenteaza cu parametrii cadrelor
generalizate si observa cum acestia influenteaza comportamentul hartilor haotice generate.
Ajusteaza valorile parametrilor si observa cum se modifica atractorii, ciclurile sau alte
caracteristici ale haosului. Verificd daca cadru permite variatii si personalizari adecvate
pentru a obtine rezultate diverse.

5.4. Compararea cu date reale sau simuldri: Pentru a valida si testa in continuare cadru
generalizat, poti compara rezultatele generate de cadru cu date experimentale sau cu
simulari reale ale unor fenomene haotice cunoscute. Compara traiectoriile generate de
cadru cu cele observate sau simulare si analizeaza daca cadru poate reproduce aceleasi
modele si comportamente haotice.

Exista mai multe harti haotice cunoscute, fiecare cu propriile sale caracteristici si

comportamente distincte. Cu toate acestea, existd citeva asemdnari generale care pot fi
observate intre diferitele harti haotice. lata cateva dintre aceste asemanari:
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6.1. Sensibilitatea la conditiile initiale: Majoritatea hartilor haotice prezintd o
sensibilitate extrema la conditiile initiale. Chiar si o micad modificare in valorile initiale
poate duce la rezultate complet diferite pe termen lung. Aceastd sensibilitate la
conditiile initiale este o trasatura caracteristicd a haosului si este intalnita Tn multe harti
haotice. De exemplu, harta Lotka-Volterra Systemsi harta logistica.

85! Generalized Chaotic Maps - [m] *
a=lil | S ol
Hennon Map b:r Duffing Map b=
Tinkerbel M B=[ocos ]y jaislz Weishz |
inkerbell Map C: 52: b2=
d=005 | a3=[pz | ba=l02 |
o=z bas[iz ]
lkeda Map a: 35: b5=
IiyMap
c=[1_|
a=[_|
Gingerbreadman
HELP INFO
Fig.6.1.1. (a=1,b=1,c=1,d=1)
Fig.6.1.2. (a=04,b=1,c=1,d=1)
6.2. Nonlinearitate: Hartile haotice sunt in general expresii nonlineare sau contin

componente nonlineare semnificative. Nonlinearitatea este un factor crucial care
contribuie la comportamentul haotic al acestor harti. Ecuatiile guvernatoare ale acestor
harti implica de obicei termeni nonliniari care genereaza comportamentul imprevizibil
caracteristic haosului. De exemplu, harta logistica si harta Henon.Nonlinearitatea este
o trasatura esentiald care contribuie la comportamentul haotic al acestor harti.
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8 Generalized Chaotic Maps

Fig. 6.2.1. Henona=1.4,b=0.3

Fig. 6.2.2. Henona=1.1,b=0.4
6.3. Repetitia ciclurilor: O altd asemanare intre hartile haotice este posibilitatea
aparitiei ciclurilor sau a traiectoriilor periodice. Acestea pot varia in lungime si pot
aparea sub forma unor secvente repetitive in harta haoticad. Cu toate acestea, aceste
cicluri sunt adesea complexe si pot fi dificil de prezis. De exemplu harta Ikeda si harta
Lorenz.
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85! Generalized Chaotic Maps - [m] X

Hennon Map

Tinkerbell Map

I lkeda Map | ai‘:.ﬁw | 85: b5=

Lotkaloltemra

Gingerbreadman

Fig. 6.3.1. Ikeda Map (a = 0.918)
“o éi;:;_,
e
Fig.6.3.2. Ikeda Map (a = 0.87) o
6.4. Atractori haotici: Multe harti haotice prezintd atractori haotici, adica seturi de

valori in jurul cdrora traiectoriile se concentreazd in mod aparent haotic. Acesti
atractori pot avea forme complexe, cum ar fi atractori atragatori stransi, atractori in
forma de aripa de fluture sau atractori in forma de coarda. Caracteristicile atractorilor
haotici pot varia in functie de harta haotica specificd. De exemplu harta Lorenz, cat si
in harta Rossler.

6.5. Proprietati fractale: Multe harti haotice, cum ar fi harta Duffingsi harta Henon,
prezinta proprietati fractale in traiectoriile lor. Aceasta inseamna cd aceste traiectorii
au un aspect similar la diferite niveluri de detaliu.
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85! Generalized Chaotic Maps —
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HELP INFO

Fig. 6.5.1. Duffing Map (a=2.75,b =0.2)

Fig. 6.5.2. Duffing Map (a=2.7, b=0.4)
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ESTIMAREA ERORII DE INTERPOLARE POLINOMIALA
LAGRANGE FOLOSIND CONSTANTE DE TIP LIPSCHITZ
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Rezumat: In domeniul analizei numerice este cunoscut polinomul de interpolare Lagrange si
formula de estimare a erorii acestuia cand functia este de clasd C™™V[a,b). In aceastd lucrare
vom studia cazul in care functia nu este de clasa C™**)[a, b], dar are derivata de ordinul n ca
funcrie Lipschitz. Aceasta are consecinfe in cazurile particulare n=2 si n=3, cu noduri
echidistante, la obtinerea de noi estimari pentru formulele de cuadratura ale Ilui Simpson,
respectiv Newton.

Cuvinte cheie: interpolare, polinomul de interpolare Lagrange, estimare a erorii

Introducere
Se dau punctele din plan (x;,v;) € R?, i =0,n in care pe axa absciselor avem
distribuirea in ordine strict crescatoare a valorilor x;, i = 0, n, putdnd considera intervalul [a,
bljcua=xy < x;< < %, < x, =b.
Sa se determine o functie polinomiald P: [a,b] — R, avand proprietatea
P(x;) = y;, Vi = 0,n. Egalitatile P(x;) = y;, i = 0, n se numesc conditii de interpolare, iar
polinomul cautat se va numi polinom de interpolare.
Ca solutic a acestei probleme se va cautd un polinom de grad minim care sa
indeplineasca conditiile de interpolare.
Fie P(x) = apx™ 4+ ap_1x" 1 4+ 4+ a;x + ao un astfel de polinom, si impunand
conditiile de interpolare se obtin relatiile:
a X +a, x + e tax;+ay=1y;,i=0,n ,adica:
apx + a1 xF1 o+ agxg+ap =y
apxP +a,_xP e taHag =y 1)
ApX + Qo X+ agx, +ag = Wy
care pot fi privite ca ecuatiile unui sistem liniar neomogen cu n+l1 necunoscute,
@, @y, ..., Ay_1, @y In aceastd abordare, determinantul sistemului este de tip Vandermonde.

1 x wooxt X
0 0 0 n
B R ) p S
Vixg, xq, ., ) = 1 1 o | = | | (xi—x) =0
Xp—1 - Xp_] Xp_y 11
1 n Lj=0.i%]
1 x, N Xn

fiind un determinant nenul deoarece x; = x; pentru i = j. Atunci, rezultd ca sistemul (1) este
un sistem Cramer, avand o solutie unica ag,aq, ..., a,_1, a,, care se poate determina folosind
metoda lui Cramer. Dacd y;, i =0,n sunt valorile unei functii f:[a,b] =R ,
v; = f(x;),¥i=0,n, atunci conditiile de interpolare devin: P(x;) = f(x;),¥i=0,n , iar
polinomul cautat se va numi polinom Lagrange de interpolare a functiei f pe punctele
(nodurile) de interpolare x;,i = 0,n , notat prin P = L,(f).

Pentru a determina expresia acestui polinom vom folosi conditiile de interpolare
cautand aceasta expresie a polinomului sub forma:

LD = ) L) fx)
=0
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in care polinoamele I; (x),i = 0,n (de gradul n) se numesc polinoame fundamentale Lagrange
si ele nu depind de valorile functiei f(x;),i =0,n, ci doar de punctele x;,i = 0,n. De
asemenea, din conditiile de interpolare L, (f)(x;) = f(x;),¥i=0,n, se observd ca:

1, dacaj=i —
L(x) = {0, dacs j = i Pentruoricei =0,m.

Deci I;(x) are radacinile xg, Xy, ..., X;_q, Xi41, ..., Xy, » adicd x;, j =0,n,j # i. Atunci exista
c;, i = 0,n astfel incat:
mn
LG =¢ (x—xg) o (x —x-1) - (x = x330) - (x — ) = ¢ (x _xj)
J=0j=i
V¥ x € [xg,x,] = [a,b],¥Vi=0,n
Pentru determinarea constantelor ¢;, i =0,n , observim ca din [;(x;) =1 rezultd ca

! Vi=0n.

C-nn_ ~i(x; —x;)=1,adicd ¢; = 7,
i Jl—ﬂ.j;t:( i j) ’ i H?:o.j:;'{x:'_xj}

o, jzi(x—2))

_]F:G,j;\::'{xi'_xj} '

LD = ) L) f(x)
i=0

Atunci, [;(x) = iar expresia polinomului Lagrange devine:

N G —x) e G xiy) Gmx) e (%)
Ln(F)x) = o Cep—x0) v O = x-1) - G = x41) - o (g — %) fla) vx€lab]
Notand u(x) = (x —xg) = oo (x —25-1) " (X — x334) = os (v —x), w;(x) = ;i] ,i=0,n

u(x) _ou(x)
(e—x)u; (o) ()
Deoarece polinomul L, (f) va aproxima functia f pe intervalul [a, b], Se poate scrie
egalitatea:
F&)=Lp(f)(x) + Ry(x),Vx € [a,b]
numitd formula de interpolare Lagrange, in care functia R,:[a,b] — R este termenul rest
descriind eroarea care se comite la aproximarea functiei f prin polinomul L, (f). Increderea pe
care 0 putem avea in aproximarea functiei f de catre polinomul L, (f) este datd de estimarea
termenului rest, care va stabili o margine superioard a erorii acestei aproximari. O asemenea
estimare este data n teorema urmatoare:

se va putea scrie [; (x) = ,i=0,n.

Teorema(de estimare a erorii de interpolare): Daca
f € C"*1[a,b), atunci existan € (a, b) astfel incat:
u ()|
- - T . {1‘1+1} — _ - _ - - _
IR(x)| = D \f |, ¥x € [a,b] ,ulx) = (x —x¢) - (x —x1) - .- (x — x3,)

Demonstratia teoremei se gaseste in sursa bibliografica [1].
. . fi'n+1j (x)
Observatie: Notand M, , = Hf(”“}”m = max {

X
in formula de interpolare a lui Lagrange:
()| (b —a)"*!

1)1 =T

€ [a, b]} se obtine estimarea erorii

R, ()| = "My, Vx € [a,b].
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Formulele de cuadratura ale lui Simpson si Newton
Formula lui Simpson:

J:f(x)dx = Lb L(F) ) + J:J Ry(f)(x) = #%a[f(a) T4 (¥) * f(b)} FRD)

L

b b L
Ry (F) = [ Ry(F(x)dx = [Ry(F)] < f Ra((Oldx < 5 max [u(OLVx € [a,b]

a
Demonstratie:

Fie f(x) = Lo(f)(x) + R2(f)(x), f € C%[a,b], f" - Lipschitziand
u(x)=(x —a) (x—%ﬂl) (x—b)=x*+ax®*+px+y
e pt.x€E[abl,x+ax+bx+ ?,x fixat, difinim:
u(t) Ro(f)(0)
, u(x) Ra(F)(x)
= @y(x) =0, 9.(a) = @, (b) = @, (%) =0

= Ju,v,w € (a,b) al e(u) =e.(v) =@ (w)=0
ROLLE

@, (t) =

= 3Ay,z€ (a,b)al of(v) =¢l(z)=0, N
= @y (t) = ‘3! iz;j x f”(gzzfg%g)(t) , dar LY(f)(t) = constant
s " _ 3! (}I_z) f”(y)_f”(z) _
= ot —et@ =P 00 TR o
= R0 = “L )

dar,|f") — f"@D| = L'ly -z, Vy,z€[ab]l=

@I IF" =r" @ _ L] _ L
< = =
R, (F)(x)] = 3y —2] =0 =3 xrél[gi] lu(x)|, Vx € [a, b].

Aflarea maximului pe intervalul [0,1]:
1
xlél[g;li]lit(x)l = x(x _E)(l —x)

Fie f(x):x(l—x)(x—%):—x3—|—§x2—§x = f'(x)= —3x2+3x—§
f'l(x)=0= —6x’+6x—1=0=26x2—6x+1=0

X 0 1 43 1 +ﬁ 1
2 6 2 6
fr(x) |- | mmmeee 0 +4++++ o (SIS
f(x) 0 —1 1 0
\ 1243 / 1243 \

f(0)=0
f(1)=0
f¢ 3y L

2 & 123

275




STIINTE EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

1

f(_ =123

= f(x) =5

= R, (D) =

Aflarea maximului pe intervalul [a, b]:

a+b
xrél[gﬁ]lu(?:)l = —a)x——)b-x)

1
N ::. —
Nt vV x € [0,1] ;rﬂf][g.}li]hl(xﬂ

1

1243

,_,\-.fxe[m]

Fie
f(x)_(x—a)(x—ﬂ)(b—x)——x +2x2(a +b) =3 x[(a +b)? + 2ab] + =
= f'(x)= —3x? +3x(a +b)—{a+b} — ab
f'(x)=0 = 6x? —6x(a+b)+(@a+hb)*+2ab=0
A=12(a—b)?
- 0=+ D)ot (=D = (= D)o (D)
1 43 1 43 b
0 G+§)a+e—§)z s et (G
Fro)| - -- 0 ++++ 0 S
- - + - -
f(x) 0 1 . 13 0
\lw_(a b) /1”_(6& b) \
f@ =0
fl)=0_
((G+5)a+(G-0)» =550
f((___)a+( ?)b)_lz 5a—b)’
=f(x) = Fﬁ(a —b)? ,vx€[ab] = x%1[2§1|u(x)| = E(b —a)?.

= R, (D& = 3

Formula lui Newton:

f f(x)dx——[f(a) af (2

Demonstratie:

123

+b)+3f(

b
Ry (f) = ] Rs(F)(0)dx = |Rs ()] < ]

(b—a)3 vV x € [a,b]

a+2b

)+ £ @]+ Ro)

nr

Fie f(x) = L3(f)(x) + Ra(f) (x), f € C3[a,b], f'" - Lipschitziana

u(x) =(x —a) (x —

Za-l-b)(
3 X

a—+2b
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o pt.x€[abl,x*ax=hbx=* 2“;”, x = 222 fixat, difinim

u(t) Ry(H(®)
bu(X) Rs(f)(xb)
= @x(x) =0, (@) = @ (D) = @y (2'31;‘ ) — Px (a —I'_:';z ) =0

= 3u,v,w,y € (a,b)ali o.(u) =@.(v) =p.(w)=¢@.(y) =0
ROLLE
= Am,m,p € (a,b)al @i(m) =@l(n) =@l =0
ROLLE
= 3Ar,s€(a,b)ai @!(r) =@l (s) =0, r+s
| " N Ll
_— (P:u — 4t+60( .f (t) L E(f)(t)

x u(x) R3(f)(x) |
LY (f)(t) = constant = @' (r) — @y'(s) = u(x) R3(f)(x)

() =

dar

41 (i" _ .'5') f:u(r) _f:u(s) _o

GO () -
> R = SO

dar,|f""(r) = f"" ()| < L"|r —s|,Vr,s € [a, b]

[u()| 7" ()= ()] _ L"ulx)] L
e = = =
IR (F) ()| s =y = may lu(x)|, Vx € [a, b].

Aflarea maximului pe intervalul [0,1]:

1 2
Ayl =xt =k =0 =0
Fie f(x) = x(x —i)(x —g)(l —x)=-x*+ 2x3 —%xz —I—gx
= f'(x)= —4x3 +6x? —gx +§
fl(x)=0=—36x>+54x* -22x+2=0
= 36x® —54x*+22x—2=10

.o . 1
- aplicam schema lui Horner cu x = X

x3 x? x! x©
36 -54 22 -2
36 -36 4 0

= 36x% — 54x7 + 22x — 2 = (x —)(36x% — 36x + 4)=0

1 1 /5 1 /5
:bxlzi,xlzi+\?,X2:E—\?
X 0 1 +5 1 1+.,.,’§ 1
2 6 2 2 6
fl(x) | +++ | +++ [ B 0 +++ 0 |- | -
0

LR P N = 2 I N

f(0) = 0
f(1) = 0

277




STIINTE EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

f& =5

1 V5 1
fG _E) =
FG+9 =

1 1
=1 = — = =
f(}i.) = a1 Vx € [0,1] xljiel[g}l{]ht(xﬂ 81

e

= [R;(f) ()] =7 g7’ V¥ €[01]

Ca aplicabilitate, constantele de tip Lipschitz sunt utile pentru estimarea erorii metodei
functiei Green aplicata la probleme bilocale.
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O METODA PENTRU DETERMINAREA UNEI FUNCTII OLOMORFE
CAND SE CUNOASTE PARTEA EI REALA
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Rezumat: In literatura de specialitate este cunoscutd metoda determindrii partii reale sau a partii
imaginare a unei functii olomorfe prin integrarea unei deplasari totale pe un drum format din
reuniunea a doud drepte paralele cu axele Ox si axa 0y. In aceastd lucrare vom introduce o altd
metoda de determinare a functiei cautate, folosind integrarea derivatelor partiale ale functiei de
doua variabile continue in raport cu una din variabilele reale.

Cuvinte cheie: functie olomorfa, partea reala

Preliminarii
Reludm notiunile importante legate de functiile reale de doua variabile reale. Fie

u(x,v) o functie reala de doua variabile reale si fie (a, b) un punct dintr-un domeniu D.
Functia u(x,y) este derivabild partial in punctul (a,b) In raport cu variabila x daca

lim u(x.b)-ula.b)

o existd si este finitd. Limita insdsi se numeste derivata partiald a functiei
x—qa -

n . o du(a.b
u(x,y) In raport cu x si se noteaza cu uy. (a, b) sau Juiab)

Functia u(x,y) este derivabilad partial in punctul (a, b) in raport cu variabila y daca
. ulay)-ulab < e - ce .. A s . - 1w . .
lm;% existd si este finitd. Limita insdsi se numeste derivata partiald a functiei
y= -

N . o dula.b
u(x,y) in raport cu y si se noteaza cu uy, (a, b) sau ;y )
Daca o functie este derivabila partial in raport cu variabila x in fiecare punct, spunem

ca este derivabila partial in raport cu x pe domeniul D.

Teorema(A. Schwarz): Daca functia u(x, y) are derivate partiale mixte de ordinul doi intr-0
vecindtate V a lui (x,y) € V si dacd wy), este continud in (X, y), atunci wy), (x,y) = wy, (x, ).

Dacd derivatele wy(x,y) siuy(x,y) sunt continue pe domeniul D, atunci functia
u(x,y) este o functie derivabila pe D si are loc  egalitatea:

du(x,y) = up (x,y)dx +uj, (x, y)dy = a“;:y} dx + au;:;y} dy. Diferentiala unei functii u de

mai multe variabile se numeste diferentiala totald a functiei.
O functie u(x,y), definitd pe un domeniu D, continud impreund cu derivatele ei
a*u  2%u

partiale de ordinul intai si doi si care satisface ecuatia lui Laplace: P a7 = 0 se numeste

functie armonica in D.

Fie u(x,v) si v(x,v) douda functii armonice in D. Daca are loc egalitatea:
2 ,y) =2 (x,y
5 (Y —ay(x-})
au av
20,y = - Z(xy)

functiei u(x, y).

in orice punct din D, atunci v(x,y) este conjugata armonicd a

Teorema: Fie P(x,y) si Q(x,y) doua functii continue in domeniul simplu conex D. Daca

. . . 8P . 8Q Do . N . " <
derivatele partiale oy (x,y) si ™ (x,y) exista si sunt continue in D, atunci conditia necesara si
X
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suficientd pentru ca integrala curbilinie fy P(x,v)dx + Q(x,v)dy sd nu depindd de drum in

) N 5 ap )
domeniul D, este ca in orice punct (x,y) € D sa avem > (x,y) = £ (x, v).

In acest caz, expresia diferentiald P(x,y)dx + Q(x,y)dy este o diferentiala totala,
deci functiile P(x,v) si Q(x,y) sunt derivatele partiale ale unei functii g(x,y) si are loc
egalitatea: dg(x,y) = P(x, y)dx + Q (x, y)dy.

Enuntdm o teorema pe care o aplicdim in Metoda I pentru determinarea partii
imaginare a unei functii elomor fe pentru care se da partea reala.

Teorema: Fie ecuatia diferentiala P(x, y)dx + Q(x,y)dy = 0 , unde P(x, y) si Q(x,y) sunt
functii cu derivatele partiale continue in domeniul D c R? care verificd pentru orice

(x,y) € D relatia z—; (x,v) = z—f (x,y), V(x,y) €D.
Integrala generala a ecuatiei date este:
o Ptyo)dt + [) Q(x,v)dv =C,C € C si (xo,¥) € D.
De retinut ca punctul (x4,v,) € D trebuie sa fie ales astfel incat drumul de integrare
ABM sa fie in intregime in domeniul D, ABM = AB U BM, unde segmentul AB este paralel
Cu axa Ox, iar segmentul BM este paralel cu axa Oy. Integrala generala se obtine prin doua
operatii de integrare, operatii care se mai numesc si cuadraturi. Vom relua citeva notiuni
legate de functia complexa de variabila complexa.
Notdm cu R multimea numerelor reale si R? = R x R . Pe multimea R? definim relatia de
echivalenta:
) Gy =&, y)ex=xsiy=y
2) operatiainterni+:-RXR->R,(x,y) + &', y) =((x+x",yv+y")
3) operatiainternia -:RxR—-R,(x,y) - (x",y") = (xx" —yy",xy" + x'y)

Definitie: Multimea R? datd cu aceste operatii de adunare si inmultire se va numi multimea
numerelor complexe, notatd cu € = R?.

Se poate arata ca tripletul (C,+, -) formeaza o structurd de corp comutativ, numit
corpul numerelor complexe. Din aceastd definitie rezultd cd orice numar complex z € C este
deci o pereche ordonata de doua numere reale, notat z = (x,y) CUx,y €E R.

Vom nota cu 0 = (0,0) elementul neutru pentru adunarea numerelor complexe,
1 =(1,0) elementul neutru pentru operatia de inmultire a numerelor complexe si
x = (x,0),Vx € R . Un rol special il are numarul complex i = (0,1) introdus de Euler si are
expresia i2 = —1 sau i = +/—1, valoare care se poate obtine folosind operatia de inmultire a
doua numere complexe: i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-14+1-0) = (-1,0) = —1.
Vom nota de asemenea (0, y) = iy.

Folosind aceste notatii orice numar complex poate fi scris sub forma algebrica
z =(x,v) = (x,0) + (0,y) = x + iy. Dacad notam cu 7 planul euclidian si x0y este un reper
ortogonal in 7, atunci orice numdr complex z = x + iy se identificA prin punctul de
coordonate (x,y); in acest context, axa Ox se numeste axa reald, Oy se numeste axa
imaginard, iar = se mai numeste planul lui Gauss al variabilei z.
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(0,y) =iy 4 P(x,y)

v

Vom defini functia complexa de variabila complexa o functie f: A c € — C, care face
ca fiecarui numar complex z € A sa-i corespunda in mod univoc un punct w € C, pe care il
vom notaw = f(z).

Corespondenta dintre z si w = f(z) definita de functia f mai Tnseamna cd dandu-se
perechea ordonata (x,y) € 4, putem cunoaste in mod univoc perechea (u, v). Deci u si v vor
fi doua functii reale de doua variabile reale x si y definite pe A.

u = ulx,v) si v = v(x,y),adica putem scric w = f(z) = f(x + iy) = ulx,v) +i v(x, y).

In acest fel, studiul unei functii complexe de o variabila complexa revine la studiul
unui cuplu de doua functii reale de doua variabile reale:

u(x,y) = Re f(z), v(x,y) = Im f(z).

Din punct de vedere geometric, functia complexa de o variabild complexa poate fi
interpretatd ca o transformare punctuala care transforma punctele din planul (z) in punctele
din planul (w): (x, v) — (u(x,y),v(x.y)).

}J’A 174

v

0 multime A c C este o multime deschisa daci Vz € 4, 3r > 0 astfel incat U(z,1) C 4,
adica existd un disc deschis cu centrul in z si de raza r inclus in A.

O multime deschisa A c C este conexa daca orice doua puncte din A pot fi unite printr-0 linie
poligonald continud in A. O multime deschisd si conexa se numeste domeniu, notat cu D.

Definitie: Fie f:D — C o functie complexa de variabila complexd. Functia f se numeste
olomorfaintr-un punct z, € D(sau C-derivabila in z, sau monogena in z;) daca exista si

este finita(adica apartine lui €) limita lim M = f'(z) .
Z—Zp —Zg

z

281

v



STIINTE EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

Numarul complex f'(z,) se numeste derivata complexa a lui f in z,. Ca si in cazul functiilor
reale, o functie C-derivabila este continua in punctul z,. Functia f(z) = u(x,v) + i v(x, y) se
numeste R-diferentiabild intr-un punct din D dacd functiile reale wu(x,v)si v(x,y) sunt
diferentiabile 1n acel punct. Daca o functie este R-diferentiabila in fiecare punct al domeniului
D, atunci spunem ca f este R-diferentiabila pe D.

Conditia necesara si suficienta ca functia f sa fie olomorfa in punctul z; = (x,v,) este ca f
sa fie R-diferentiabila in z, si derivatele partiale ale lui u(x,y)si v(x,y) sd indeplineasca

relatiile:
du av

—(xu Yo) = y(xu-}’u) ) N )

o oy numite relatiile lui Cauchy — Riemann.
(x{l Yo) = a(xﬂ-}’ﬂ)

Pentru expresia derivatei intr -un punct mentiondm doua forme:

f(zy) = ou (xo Yo) + L (xg Vo) , unde prln f _— o Tig, se intelege derivata partiala a
functiei f in raport cu Varlablla reala x.
f(zy) = r.( (xg Yo) + r. (xg Vo)) , unde z—; + iz—; reprezintd derivata partiala a

functiei fin raport cu Varlablla realdy.

Fie functia f:D c C— Cdefinitd si olomorfapeD, f(z) = ulx,y) + i v(x,y).
Presupunem ca functiile u(x, y) si v(x, v) au derivatele partiale de ordinul I si II continue in
D. Vom ardta cd u(x, y) si v(x, y) sunt functii armonice.

Din egalitatea lui Cauchy — Riemann avem:

du _ av %u _ 9%w
ax  ay ax? ~ adydx . . a%v a%v
ou_ ov o u 0% din teorema lui Schwarz avem ayon — oady
ay ™ ay? o dxdy
a2u | 8%u . .
a Tar 0 = u(x,y) este o functie armonica
dv _ du 8%v _ a%u
. dy  ax ay?  axdy 8%v | d%v . .
Din 4,4, _ au 570 ooy B o T a7 0 = v(x,y) este o functie armonica
ax  ay axz  @ydx

Functia v(x, y) se numeste conjugata armonica a functiei u(x, y).

Sa punem in evidentd cine este conjugata armonicd a functiei v(x,y) = Im f(z). Pentru
aceasta admitem ca@ notdm cu w(x, y) conjugata armonica a functiei v(x, y).

Dupa cum s-a definit conjugata armonica a functiei u(x, y), pentru ca w(x, y) sa fie conjugata
armonica este necesar s verifice conditiile Cauchy — Riemann:

dv _ dw 9%v _ @*w
ax  ay 8x2  dydx %v  a*v
v aw S Yo 2w & o + ay? 0
ay ax ay? — oaxdy
Dar functia v(x, v) satisface:
du _ dv dv _ du dv _ d(-u) 8%v _ 8%(—uw)
dx Ay ax  ay dx  ay dx2  dydx a%v  8%v
du _ dv = dv _ du = Yo o a-w = a%p 82 (—u) ax? = ayr 0
8y oax dy  ox ay ax ayz o axdy

9%v 9w #%(~uw)
ax® dydx o dydx
8%v 8w 8% (-u)
a_yz - _axay - dxady
De unde rezulta ca conjugata armonica a functiei v(x, y) este —u(x, y).

Din egalitatea > w=—u.
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Observatie: Deci functiile wu(x,y) = Re f(z)si v(x,y) = Im f(z), care reprezintd partea
reald, respectiv imaginard a unei functii olomorfe in D, nu pot fi functii total arbitrare. Ele
sunt functii armonice legate intre ele prin conditiile Cauchy — Riemann.

Daca se da partea reala u(x,y) = Re f(z) ca fiind o functie armonicd a unei functii
olomorfe f, existd o conjugatd armonicd wv(x,y) legate 1intre ele prin relatiile
Cauchy — Riemann.

\Vom prezenta pe scurt metoda folosita pentru determinarea functiei v(x,y) = Im f(z).

Metoda |
. .. : : : ] ]
Folosind relatiile lui Cauchy — Riemann obtinem relatia dv(x,y) = — a—; dx + a—; dy

Deoarece u(x,y) si v(x,y) sunt functii armonice, diferentiala functiei este o diferentiala
totala si poate fi integrata pe o curba y continutd in domeniul D.

dv (e y) = E'ud ﬂud
vt = [ -Fax+5ee

Y Y
Deoarece membrul drept este integrala unei diferentiale totale, ea este independenta de drum,
deci vom integra pe un drum y = AB U BM, unde AB este un segment paralel cu Ox, iar BM

este un segment paralel cu Oy, AB U BM c D si obtinem:

vix,y) = _f:; —g—;(t.yﬂ)dt + f;;% (x,v)dv + C ,undet € [xq,x], v € [vy,V]

Functia v(x, y), conjugata armonica, este unica, abstractie facdndu-se de o constanta reald C.
In aceasta lucrare vom introduce o alta metoda de determinare a conjugatei armonice, folosind
integrarea unei derivate partiale, derivatd continud in raport cu o anumita variabila reald. Daca
derivata partiala este continud in raport cu o anumita variabild, atunci ea este integrabild pe un
domeniu de definitie in raport cu variabila respectiva.

Metoda a 11-a
Deoarece se cunoaste functia u(x,y) si faptul ca v(x,y) este conjugata sa armonicd, din

relatiile lui Cauchy — Riemann avem:
av du

ax oy
Atunci z—;dy = —z—;dy = vix,y) = jz—; dy + C(x) , unde C(x) se determina folosind cea

du oA C g . . ‘1w A
, unde 2 este continud in raport cu variabila y, deci este integrabild in raport cu 'y

de-a doua relatie a lui Cauchy — Riemann.

dv  du du ' du ' du

ay ox [—f a—yd}*+6(x} = —(J a—ydy)x +C'(x) = “ay tC (x)
av au du ' _ du ' _ du  du

Dara—ab—a-l-f:(x)—axb-f:(x)—ax‘l‘ay

I::.'>C(x)=f (gﬁ-z—;

Rezultd ca v(x,y) = —fz—;dy+ f%dx + fz—;dx +C.

)dx-I—C.CE]R

Exemplu 1.
Sa se determine functia olomorfaf(z) =u(z)+iv(z), f:DcR>—-C daca

u(z) = ulx,y) = X 4y — v z=x+iy €C".

Metoda |
> Etapa |

xZ+y2

283



STIINTE EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

Pentru ca functia u sa fie Re f(z) este necesar ca functia sa fie o functie armonica pe
C*. Verificam daca u este armonica:

du Z2—x? a%u 2x% —6xy?
Py J; 22 +2x = z 2 23’3
ax  (x24y?) ax (x=+y=)
du -2x a%u -2x2+6xy?
ay  (x*+4y%)? ay* (x?+y?)®
d%u  9%u 2x? — 6xy? —2x3 + 6xy?

pu=o B TN, 2T, T T
U axz—l_a},z +(x2 +y2)3 + (x2 +y2)3

= u(x,y) este o functie armonica

Functia fiind olomeorfa pe C*, rezultd ca ea admite o conjugata armonica v(x, y). Din
olomorfia functiei f si din definitia conjugatei armonice rezultd cad functiile
u(x,y) si v(x, y) satisfac conditiile lui Cauchy — Riemann:

du _ dv v y2—x?
dx dy = dy _ {x2+y2].2 + 2x
du _ dv av —2xy ) _ 2xy
ay ax ax ({x2+y2}2 2} — 2} + (2 +y2)2
Etapa all-a

Analizand derivatele partiale ale functiei v(x, y) remarcam ca sunt functii rationale in
doua variabile reale x si y si sunt functii continue pe R?\{(0,0)} = C".

Deoarece derivate partiale sunt continue pe domeniul de definitie rezulta ca functia
v(x,v) este o functie diferentiabild pe C* si diferentiala sa este:

2xy y? —x?
dv(x,y) = [2}’ +W} dx + W + 2x d}’

Etapa a Ill-a
Deoarece membrul drept al egalitatii este o functie continua pe C*, rezulta ca dv(x,y)
este o functie continud pe C*, deci este integrabila pe C*.
Functia dv(x,y) fiind o functie de doua variabile, rezulta ca ne aflam in cazul unei
integrale curbilinii de speta a doua (sau in raport cu variabilele x si y).
Integram egalitatea pe o curba y care nu trece prin origine:

2xy
(x2 + y2)2

y2 — x2

} dx + —(xz T2y

[dv(x.y) = | [2v+
¥

¥
Pentru a putea calcula o integrald curbilinie n raport cu variabilele este necesar sa
cunoastem o reprezentare parametricd a curbei y. Neavand nicio reprezentare data, ne
punem problema daca integrala nu este o integrala independentd de drum. Pentru
aceasta verificdm conditia necesara si suficienta ca integrala sa fie independenta de
drum.

+ 2xl dy

o a [av a2y .8 [ov a2y
Deoarece v(x,y) este o functie armonica, rezultd ca derivatele de ordinul intai si doi
sunt functii continue. Din teorema lui Schwarz, dacd una din derivatele partiale de

ordinul doi este continud, atunci cele doud derivate sunt egale.
Sa calculam pentru exemplificare:
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a [dv y? —x? '
— | —lx, v = |l 2
Ox (8 (x })) (xz—l-yz)2+ X )
3 —2x(x2+¥?)2 — (2 —x?)-2(x? +y?) - 2x 2
= (2 + y2)%
—2x(x% 4+ y?%) —4x - (y? — x? 2x3 — 6xy2
_ ( y*) O )+2 oy Y
(x2 + y2)3 (x2 1+ y2)?

a (e . o . - :
Cum o (ﬁ (x, y)) este o functie continua pe C*, rezulta cd cele doud derivate partiale

mixte sunt egale, de unde rezulta ca —( (x, )) P ( Py (x, })) Aceasta egalitate

asigurd independenta de drum a integralei din membrul drept.

Daca integrala este independentd de drum, atunci alegem un drum format din doua
drepte paralele cu axele de coordonate, avand punctul de plecare intr-un punct
(xg, Vo), unde xy = 0, vy # 0si punctul final (x,y), x = 0,y = 0.

y Cxy)

A(xo,
Yo (%0, 30) B(x, yo)

v

X0 X

Vom inlocui curba y cu 'y AB U BC si obtinem:

v(x,y) +C = f = (x,y)dx + —(x y)dy
ABUBC
2xy y? —x?
- | e [ o
ABUBC
Tinand cont de proprietdtile integralei curbilinii avem:

(x,y) +C = [2 P }d 2 o ]a
AB
2xy y: —x?
+ [2}’+ (x2 + 2)2} dx + (x2 +y2)2 + 2x|dy
BC

Pentru rezolvarea integralei curbilinii pe drumurile AB si BC este necesar sa cunoastem o
reprezentare parametricd a drumurilor:
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w(t) =y qr(v
Folosind aceste ecuatii parametrice ale celor doud drumuri obtinem:

x 2ty, yo? —t?
vl y) +C= f [0 + G el e [@ ey
[2 2xv } vi—x? 2 d
LG A R Bl [T i B
[2 2t }r d ¥ 1?2 — xz 2 d
— H —_— t Y] )
Lo Yot (1-2 +}’{32)2 ' J;’o (x + 1?2)2 fex Y
_ Yo v y
= (E}TQE _—1'2 ‘l‘}’oz) |§G + (ET?X - x2 4+ 1}2) Yo

:27_[—}—0—(27:{ _L)
Yo X%+ yo? Yoo xo2 + ¥o?

y Yo
+ I:Zx}’ _m — (2}’{Jx — W)}

+2tl-0

T 7, _}T
= 2VoX — 55 — 2VpXg + —5 5 + 2xy — 2ypX
Yo xg +}’gz VoXo xﬂg +_}’{]2 y 2+_}’2 Vo
Yo y ( 0 )
) ' | L —— e &} -
Ty Y TRy \ B TR
1 * 7 p— I_L_ T _L_
Am obtinut: v(x,y) = 2xy P (Z}ng T C)
Deoarece xg, vy, C € R, notam cua = — (Zyoxg — 3 ;:‘:y 5 — C) € R siavem:
o o
}J’
V) =2xy————+a,a€R
v(x,v) Xy =3 7 +a,a
Functia

flz) =ulz) + v(z) =
, ; _1 2 ;
2y2x + y? t2ixytia=-+z"+ia,a€R,z€C

— :r J'_—y p— —_ 1'2
2+2+x y +£(2X} x2+y2—|—a) 1yl 5 +x*—y*+

. iy .
2ixy — Eiy? +ia =

Metoda a ll-a
Pentru  determinarea  functiei olomorfe care are partea reald egald cu

u(z) = ulx,y) = xzj—yz + x2 — y? ,pentruz = x + iy € C* parcurgem urmatoarele etape:

> Etapa I : Aratam ca u este o functie armonica
> Etapaa ll-a
Consideram sistemul Cauchy — Riemann
du dv av 2 _y2
. = P J; 73 T 2x
dx ay dy  (x*+y<)
=
du av dv 2y L 2xy
m_ v w5,
dy dx dx Y (x2+y2)2
R . .. dr yi-x? - - . e
Analizand derivata partiald — = —5——-— + 2x , remarcdm ca este o functie continua

ay  (x*+y*)?
pe C*, in raport cu fiecare variabila x si y. Fiind o functie continud in raport cu
variabila x, rezulta ca este o functie integrabila in raport cu x.
Inmultind egalitatea cu dx, avem:
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dv
a(x, V)idx = (2}’ +( 7y
Integrand egalitatea obtinem:

5'1?( Yx = (2 2xy )d N
J-a X,y X _J- 8 +(x2 +_}’2)2 X q}(})

2xy
2)2) dx

T

y
T = ]'2 _—— T

= 1?(}{._’}) =) xz_l_yg +§D(.})
Pentru determinarea functiei ¢ (y) folosim prima relatie a lui C auchy — Riemann:
dv x2+y? —2y? , x? —
a(x,y}dxz?.y— xz_l_yg +§D(}T):2}I_ 2+ 2+§D (.})

2 2 2 2

}r — X xe — }r

- 2 — 2 o—_ " "ar = "far) = 2 —_ 2 7
GIiyE T x2+},2+<ﬂ(}) @' (y) = 2x — 2y
Integrand egalitatea in raport cu variabila y obtinem:
fqa’(y)dy = J-(Zx — Zy)dy = 2xy—y2+C
Rezulti ca v(x,y) =y — = +2xy —y?> +C = 2xy — —ﬁ +C ,CER
Observatii:

1) Cele doué metode sunt echivalente, rezultatul fiind

acelasi: v(x,y) =2xy —5—+C ,CER
2) Conjugata armonicd v(x,y) este unicd, abstractie facand
de o constanta aditiva.
Exemplu 2.
Sa& se determine functia olomorfi f:DcR?—C cu partea imaginard

u(x,y) = In(x? +y?) + x — 2y.

Pentru determinarea partii reale vom aplica metoda a doua. Pentru aceasta parcurgem etapele:
Etapa I : Aratam cad v(x,y) este o functie armonica
du

_(x v) = [In(x? +}’2)+x_2}]x_Ty2+
82 3 1,_2}*—2x2

- & yz tDx =G yy
c'fhr, 2y
—_— T = l J'2 _— 2 T —_——

5y (0 =[G +y) +x =2yl =
8 u 2y 2y, = 2x? — 2y?
8}12 - (xz _I_y-z y (x _I_},Z)Z
2

De unde obtinem: 2_2 + H =0 = u(x,y) este armonica, deci poate fi conjugata armonica

a partii reale ale functiei oiomor fe

Etapa a ll-a : Functia u(x, v) satisface conditiile lui Cauchy — Riemann
a a a 2

20y = () 3&ﬁ=1&ﬁ=ﬁ%+l

au Aad

ay % Y =—2(x) 2, y)———(x y)=2-

x+y
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A . . 4. v o - . VI
Analizand derivata partiala > (x,y) remarcam ca este o functie continud in raport cu fiecare

variabila x si y pe C*. Fiind continua in raport cu y, este integrabild in raport cu y. In acest
caz, variabila x o consideram o constanta si orice functie de o variabila x, cum ar fi C(x), se
considera o variabila care depinde de x.

av 2x
2y Coy)dy = (W + 1) dy
Membrul drept este o functie integrabila in raport cu variabila y si are loc egalitatea:

2x 2x

T?(x,_}") :[(m‘i‘l) d_}"I‘C(I):J-(ﬁ d_}" fd}’+C(X)

= 2arctg }x; +y+C(x)
Pentru determinarea functiei € (x) folosim a doua relatie a lui Cauchy — Riemann, derivand
functia v(x, y) In raport cux:
dv 2y
a(x.y) =2- 2+ =+ C'(x) relatleegalacu =+ C'(x )—Tyz+2
> C'(x)=2 = [C'(x)dx _jzdx_2x+c
2 C(x)=2x+C
Asadar, v(x,y) = Zarctgg +yv+2x+C

dv —2y dv —2y
a(x,y} = m‘l‘z = —(x.y)dx = (T}Z-I—E) dx
_2_ 7
= vix,y) = J-T}Etix +2[dx + C(x) = —2arctg} +2x 4+ C(v)
(3" ’ —x
W 2 oy o) = C'(y)
a_},_ z ) =- }2+x2+ O 2+ 2+ &
1+ —z
y y
2x c
EEt e = 2+yz+1 5C() =1 = C) —fdy_erc

= vix,y) = Zarctg y +2x +y+C

Functia cautata este:
f(@)=u@)+iv(iz) =In(x2+y?)+x—-2y+ i(Zarctg% +2x+y+0C)

Exemplu 3.
Sa se determine functia olomorfi f=u+iv pe domeniul

D c C,unde u(x,y) = (x cosx — ysinx)e ™ ,z=x+iy € C.

Vom rezolva problema folosind metoda a doua, urmarind urmatoarele etape:
Etapa I : Aratam cd u este o functie armonica, conditie necesara si suficienta ca functia sa fie
partea reald a unei functii olomorfe

du
—(x,y) =[(x cos x — ysinx)e Y], = (cos x — xsinx — y cos x)e™ ¥
dx

0%u
— =[(cos x —xsinx — ycos x)e Y], = (—x cos x —2sinx + ysin x)e Y

dx?2
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du

a—y(x.y} = [(x cosx — ysinx)e ]}, = (—x cosx + y sinx — sin x)e™

d%u _ . oy _ . ~

ﬁ = [(—x cosx + y sinx — sin x)e™ Y]}, = (x cosx — y sinx + 2sin x)e™
82u

(x y) + (x ¥) =0 = u(x,y) este o functie armonica

Etapa a ll-a : Pentru ca functia v(x,y) sa fie conjugata armonica a functiei u(x,y), este
necesar sa satisfaca conditiile Cauchy — Riemann

ﬁ( V) ——(x V) (x y) = —@(x v) = (x cosx — ysinx + sin x)e™Y

ou (x y) = ——(x v) —(x y) = E(x v) = (cos x —xsinx — ycosx)e ¥

Etapa a Ill-a : Analizam derivatele partiale z—; (x,v) si z—; (x,v)
Ambele derivate partiale sunt functii continue pe R? , deci sunt integrabile.

vix,y) = [(x cosx — ysinx + sin x)e Y dx

=e“y[xcosxdx —}re_yfsinx dx -l—e_y[sinx dx

v(x,y) = e Y(xsinx + cosx) + ye Ycosx —e Ycosx+C=e Y(xsinx +ycosx)+C
Daca analizam derivata partiala in raport cu y avem:

vix,y) = [(cosx —xsinx —ycos x)e Y dy

= cosx[ e Vdy — x sin x[ e Vdy— cosx[ ve Y dy

v(x,y) = —cosxe ¥ +xsinxe ¥ —cosx (—ye ¥ —e¥)=e Y(xsinx + ycosx)+ C
Functia cautata este:

flz)=u(z)+iv(z) =(xcosx —ysinx)e ¥ +ie Y(xsinx + ycosx) +iC

f(z) = e Y(xcosx+ ix sinx — ysinx iycosx) + iC

f(z) = e Y[(x +iy) cosx +ixsinx +i’ysinx] +iC

f(z) = e Y[(x +iy) cosx +isinx(x +iy)] +iC

f(z) = e Y(zcosx +izsinx)+iC =ze Y(cosx + isinx) + iC

fz)=ze V- e +iC=ze™ Y +iC =ze*Y 4iC =z 4 iC

f(z) =ze“? +iC.
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UTILIZAREA ELEMENTELOR DE INVATARE ACTIVA LA ORELE DE
MATEMATICA

Mariana Ioana RADITA

Liceul Tehnologic ,,Felix*, Sdnmartin, jud. Bihor, profesor pentru invatdmant primar,
i_radita@yahoo.com

Rezumat: Metodele active de invdtare fac lectiile interesante, ii ajutd pe elevi sa emitd judecati de
substanta si fundament, ii sprijind pe elevi sd inteleagd continutul pe care sunt capabili sa il aplice
in viata reala.

Cuvinte cheie: invatare activa, metode interactive

Invitare activd inseamnd, conform dictionarului, procesul de invitare centrat pe
interesele/nivelul de intelegere/nivelul de dezvoltare al participantilor la proces. Invitarea
activa pune bazele comportamentelor care sunt altfel observabile:

e comportamente care denota participare (elevul este activ, participa la activitati)

e gandire creativa (elevul are propriile sugestii, propune noi interpretari)

e invatare aplicatd (elevul devine capabil sa aplice o strategie de invatare intr-0
anumita situatie de invatare)

e construirea cunostintelor (in loc sa fie pasiv, elevul indeplineste sarcini care il
vor conduce la intelegere)

Competentele generale urmadrite in invatarea activa sunt:

e dezvoltarea capacitatii de abordare sistemica a procesului de invatamant, prin
evidentierea interdependentei dintre principalele sale functii (predare, invatare,
evaluare)

e prezentarea principalelor teorii ale invatarii, insistand asupra variabilelor care
argumenteaza ideea unei invatari active

e dezvoltarea capacitdtii de a aplica strategii active de Invatare in procesul de
predare-invatare a diferitelor discipline educationale

e dezvoltarea abilitatilor de comunicare si lucru in echipa

¢ insusirea metodelor si tehnicilor de cunoastere si autocunoastere a elevilor.

Metodele active de invatare fac lectiile interesante, ii ajuta pe elevi sa emita judecati
de substanta si fundament, 1i sprijind pe elevi sa inteleaga continutul pe care sunt capabili sa il
aplice in viata reala. Printre metodele care activeazad predarea-invadtarea se numara cele prin
care elevii lucreaza intre ei, 1si dezvolta abilitati de colaborare si de ajutor reciproc. Ele pot
avea un impact extraordinar asupra elevilor datorita numelor lor, naturii lor jucause si ofera
copiilor alternative de invatare. Pentru a dezvolta gandirea elevilor, trebuie sd folosim, in
special, unele strategii activ-participative, creative. Acestea nu trebuie separate de cele
traditionale, ele marcheaza un nivel superior in spirala modernizarii strategiilor didactice.

Specific metodelor interactive de grup este faptul cad acestea promoveaza interactiunea
intre mintile participantilor, intre personalitdtile acestora, conducénd la o invatare mai activa
si cu rezultate evidente. Acest tip de interactivitate identificarea subiectului cu situatia de
invatare 1n care este implicat duce la transformarea elevului in maestru al propriei pregatiri.
Printre metodele moderne specifice invatarii active care pot fi aplicate cu succes la orele de
matematicd se numara: brainstormingul, metoda mozaicului, metoda cubului, turul galeriei,
metoda ciorchinelui.

Brainstormingul este o metoda care ajutd la crearea de idei si concepte creative si

inovatoare. Pentru un brainstorming eficient, inhibitiile si criticile suspendate vor fi lasate
deoparte. Astfel, exprimarea va deveni libera, iar participantii la un proces de brainstorming
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isi vor exprima ideile si opiniile fard teama de a fi respinsi sau criticati. Se prezintd un
concept, o idee sau o problema si fiecare are propria parere despre ceea ce s-a spus si absolut
tot ce-i vine in minte, inclusiv idei comice sau inaplicabile.
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Figura 1. Metoda brainstorming

O sesiune de brainstorming bine condusa ofera tuturor posibilitatea de a participa la
dezbateri si poate fi o actiune foarte constructiva. Pasii pentru un brainstorming eficient sunt
urmatorii:

e deschiderea sesiunii de brainstorming in care este prezentat si discutat scopul
acesteia tehnicile si regulile de baza care vor fi utilizate

e perioada de cazare dureaza 5-10 minute si are ca scop introducerea grupului in
atmosfera de brainstorming, unde participantii sunt incurajati sa discute idei
generale pentru a trece la un nivel superior;

e partea creativa a brainstormingului dureaza 25-30 de minute.

Se recomanda ca 1n in aceastd etapad, invatatorul ar trebui sa-si aminteasca timpul care
a trecut si cat timp a mai rdmas si la sfarsitul partii creative si acorde 3-4 minute in plus. In
acest timp, grupul participant ar trebui incurajat sa-si exprime opiniile fara ezitare.

e la sfarsitul partii creative coordonatorul brainstorming clarifica ideile care au
fost notate pot fi luate in considerare: talentele si aptitudinile grupului,
distributia timpului si punctele care au fost obtinute.

e 1n vederea stabilirii unui acord obiectiv, cei care au participat la brainstorming
isi vor exprima opinia si vor vota cele mai bune idei. Grupul de brainstorming
trebuie sa determine singuri care idei se potrivesc cel mai bine cu conceptul
discutat.

Este important de mentionat ca scopul principal al metodei de brainstorming este de
libera exprimare a opiniilor. Prin urmare, acceptati toate ideile, chiar si nebune, neobisnuite,
absurde, fanteziste, asa cum vin in minte elevilor, indiferent dacd duc sau nu la rezolvarea
problemei. Pentru a determina progresul de invatare al elevilor este necesara formarea
acestora in schimbul de idei.

Exemplul 1. Aplicarea metodei brainstorming pentru a rezolva o problema de
geometrie la clasa a IV-a in care se teorema lui Pitagora si functiile trigonometrice.
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Mozaicul sau metoda grupului interdependent este o strategie bazatd pe invatarea in
echipa. Fiecare elev are o sarcina de studiu in care trebuie sa devina expert. Totodata, el este
responsabil de transmiterea informatiilor asimilate altor colegi.

Adundri pdnd la 100 de Créciun |

v * A v v .
Adundri pana la 100 de Craciun e S5 e e |
Rezobvl exercafiile pentru a descopert desenul ascuns. o0 M 8104 100 |
Fiecare rezultot are o culoare difenitd,
Rogu Golben Verde Maro
0-30 3180 6i-99 100
U0

%10

W 10[e5 1012 20

W0 9005 [45+10{T0 10]25 = 10

A1020(85 e OIS 20| W09 (N 1Y

15°10[05 20|15 10]22+20| 208 | 70*5 | 2402

Proviiarn 6+ & = 30 Tolon sl memarels S0 (4 40¢ evrt s 4 Mbwmiie
v G e bory ptets recloe?

Rlopantwrt stirptete S 4 10,10 474 10 4 = 4, 40 + 80 * 1D,
WO AR * 40, KOO v 40,

By« 1031 % [ 3825 (5002355 20352 20| 805 | 8044 |80 10
& = InK
0010/ 20{¢0* 1532+ 20[¢5+ 20/ 0% | 109 |5+ W0

Figura 2. Metoda mozaic

in cadrul aceastei metode rolul invatitorului este mult diminuat, el intervine
semnificativ la inceputul lectiei cand imparte elevii in grupe de lucru si traseaza sarcinile si la
finalul activitatii cand va prezenta concluziile activitatii. Existd mai multe variante ale
metodei mozaic si vd vom prezenta varianta standard a acestei metode care se realizeaza in
cinci etape care constau in pregatirea materialului de studiu, organizarea colectivului,
construirea grupului expert, reintoarcerea in echipa initiald, evaluarea.

Metoda cubului presupune explorarea unui subiect, a unei situatii din mai multe
perspective, permitand o abordare complexa si integratoare a unui subiect.

i ‘ﬁ'a -E - ot

Analizeazé

Figura 3. Metoda cubului
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Se recomanda urmatorii pasi:
e Realizati un cub pe fetele carora sunt scrise cuvintele: descrieti, comparati,
analizati, asociaza, aplica, argumenteaza.
e Anuntarea subiectului
e Impartiti clasa in 6 grupe, fiecare dintre ele examindnd subiectul din
perspectiva cerintei de pe una dintre fetele cubului:
-Descrie: culori, forme, dimensiuni etc.
-Comparati: ce este asemandator? Ce este diferit?
-Analizeaza: spune din ce este facuta, din ce este facuta.
-Asociat: ce te indeamna sa gandesti?
-Aplicati: ce puteti face in acest sens? La ce poate fi folosit?
- Argumentati: pro sau contra si enumerati o serie de motive care sustin afirmatia dvs.
e Scrierea finald si impartdsirea cu alte grupuri.
e Afisati forma finala pe tabla sau pe peretii clasei.
Exemplul 3. Aplicarea la lectia de recapitulare si sistematizare a cunostintelor -
Poliedre - clasa a IV-a.

Turul galeriei este 0 metoda de invitare interactiva bazata pe colaborarea dintre copii,
care au pornit sd gaseasca solutii la probleme. Aceastd metodd presupune evaluarea
interactiva si profund formativa a produselor realizate de catre grupuri de elevi. Astfel, turul
galeriei constd In urmatoarele:

1. Elevii, 1n grupuri de trei sau patru, rezolvad o problema (o sarcind de invatare) care
este probabil sa o faca a avut mai multe solutii (mai multe perspective).

2. Produsele muncii grupului se concretizeaza intr-o diagrama, inventar de idei etc.
scris pe o bucata de hartie (un poster).

3. Afisele sunt expuse pe peretii salii de clasa, transformate intr-o adevarata galerie.

4. La semnalul invatatorului, grupurile parcurg pe rand fiecare afis pentru a examina
solutiile propus de colegi. Comentariile sunt scrise pe posterul analizat.

5. Dupa ce turul galeriei se incheie (grupurile revin la pozitia de pornire inainte de
plecare) fiecare echipa reexamineaza produsul muncii lor in comparatie cu altele si discutad
comentariile notate de colegi pe propriul poster, aceasta moetodd se dovedeste a fi foarte
distractiva si interactiva.

Desi este o variantd mai simpld de brainstorming, ciorchinele este o metoda care
implica identificarea legaturilor logice dintre idei poate fi folosita cu succes atat la inceputul
unei lectii pentru actualizarea cunostintelor predate anterior, cat si in cazul lectiilor de sinteza,
recapitulare, sistematizare a cunostintelor.

Metoda ciorchinelui este o tehnica de gasire a modalitatilor de a accesa propriile
cunostinte prin evidentierea modului de a Intelege un anumit subiect, un anumit continut.

Ciorchinii sunt o tehnica eficienta de predare si invatare care incurajeaza elevii sa
gandeasca liber si deschis. Metoda grupului functioneaza in urmétorii pasi:

1. Scrieti un cuvant/tema (de cercetat) in mijlocul tablei sau pe o bucata de hartie.

2. Elevii vor fi rugati sd noteze toate ideile, frazele sau cunostintele pe care le au in
minte.

in legaturd cu subiectul, in jurul cuvantului din centru, trasand linii intre ele si
cuvantul original.

3. Pe masura ce vin in minte idei noi si noteaza-le cu cuvintele, elevii vor desena linii

intre toate ideile care par a fi legate.

4. Activitatea se opreste cand toate ideile sunt epuizate sau cand s-a atins termenul
alocat.
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Exista cateva reguli de urmat atunci cand utilizati tehnica grupului:
e Notati tot ce va vine in minte despre subiectul/problema discutata.
e Nu judeca/evalueaza ideile produse, ci doar notatiile.
e Nu te opri pana cand nu ai epuizat toate ideile care iti vin Tn minte sau pana nu
a trecut timpul alocat; daca ideile refuza sa vina insista si zdbovesc pe subiect
pana apar unele idei.
e Permite legaturi cat mai multe si variate intre idei.

Ciorchinele este considerat o tehnica flexibila, putand fi realizat fie individual, fie in
perechi, fie ca activitate de grup. Folosit in grup, el poate servi drept cadru pentru ideile
grupului, ceea ce ii ofera fiecarui participant ocazia de a afla asociatiile si relatiile logice
stabilite de ceilalti.

Folosirea acestor metode antrencaza elevii intr-o participare si colaborare continua,
creste motivatia intrinsecd pentru ca li se cere sa descopere fapte, sa aducd argumente pro si
contra. Munca in echipd dezvolta o atitudine de tolerantd fata de ceilalti si motivele stresului
sunt eliminate si emotiile sunt atenuate.

scadere

adunare

Operatii

matematice

R

Figura 4.Tehnica ciorchinelui
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PARTEA INTREAGA SI PARTEA FRACTIONARA A UNUI NUMAR
REAL. APLICATII

Carmen RUSU

Liceul Teologic Penticostal ,,Betel”, Oradea, Romania, profesor de matematica, ocrusu@yahoo.com

Rezumat: Tematica aleasa este legatd indeosebi de subiectele propuse pentru olipiadele scolare.
Continutul este format dintr-0 SCUrtd trecere in revista a notiunilor teoretice, urmatd de o serie de
aplicatii. Materialul ar putea fi util atdt elevilor care se antreneaza pentru competitii, cdt si
profesorilor care ii pregatesc pe acestia pentru examenele nationale si concursurile scolare.
Cuvinte cheie: partea intreagd a unui numar real, partea fractionara a unui numar real, identitatea
lui Hermite

INTRODUCERE
Pentru inceput, voi prezenta notiunile teoretice: definitii si notatii, proprietati,
identitatea lui Hermite, consecinte si cazuri particulare.
Definitie. Fie x € E. Se numeste partea intreagd a unui numdr real, cel mai mare
numar intreg mai mic sau egal cu x. Se noteaza cu [x], si avem: [x] = max{z € Z| z = x}.
Numarul real {x} = x — [x] se numeste partea fractionara a lui x.
Proprietati
[x] =x=[x]+1, VxeR,
x—1=<[x]=x VxeR
x<ze[x]<zVxeERVzZET,
[x] =x = x €T
x+al=x,Vx€ZVace][01)
x+z]=[x]+z &z €L
x]=[yvl]= x,yE[z,z+ 1), unde z € T;
x|+l x+y]l = [x] + ]+ LV .y E R
. [=x]+ [x]=-1LVvxeR\Z,
10.{x} € [0,1),vx E E;
11.{x} =0 < x € T;
12.{x}={yv} = x -y €L
13 {x+z}={x}==z€E
14.[] = 4, (@} =63, 0= (X1} =0, vxeR

[
[
[
[

©CooNoORALDE

Identitatea lui Hermite
[x] + [x +i] + [x+f—!]+ et [x+E] =[nx,¥yxeR siVne N,n = 2.

Demonstratie (Matsouka)

Consideram functia f: R = R, f(x) = [x] + [x + ﬂ + [x —|—f—!] 4+t [x + ”;1] — [nx].
Calculam f(x-l—§)= [x—i—ﬂ—I—[x -I-?—!]-I- [x—I—?—!]-i-"'—I-[x—I- 1] —[nx +1] =
[x+ﬂ + [x +f—!] + o [x]+1—[nx] —1= f(x).Siavem f(x) =0,v0 < x {i. De unde

rezultd ca f(x) = 0,V x € R, ceea ce dovedeste identitatea ceruta.
Caz particular
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Daca x="= rezultd [5] + [Hi] + [H:] +--+ [H”_l] = [k],

n n n n n

Y0=k=n ¥ne Mn=2

Urmatoarele doua aplicatii le putem consSidera consecinte ale identitatii lui Hermite.
Consecinta 1.
Fie numerele naturale n,p = 2. Aratati ca pentru orice numar real x avem:

L+ [x 3]+ [x+ 2]+ 4 [x+ 2] =] @ p=n—-1.
Demonstratie
Daca n = p — 1 rezulta identitatea lui Hermite.

Daca are loc relatia [x] + [x +?l—z] + [x + f—z] + -+ [x + %] = [nx] (1), pentru orice numar

real x, putem da x = 0 si atunci rezulta ca [ﬂ + H + E] + -+ E] = 0 (2). De aici avem

p=n—1  Tot 1in relatia (1) punem pe x=% si avem  atunci
[ﬂ+[;]+[?—q]++ [%] =1, de unde, conform cu (2) avem [%] =1 (3). Daca
v+l n—1+1 pt+l

=1 si am avea [—] =0

presupunem acum cd p < 1 — 1, atunci ar insemna cd — <
n

n n
ceea ce e contradictie cu (3). Asadar, p = n — 1.

Consecinta?. .

Fie numarul natural nenul n. Aratati ca pentru orice numar real x avem:
n—1

@+ {e+ i+ et o4 2 =22
Demonstrafie
In baza definitiei partii fractionare {x} = x — [x] si a identitatii lui Hermite, relatia de mai sus
devine:
{x}-l-{x —I-i}—l— {x-l—f—!}-l- {x —|-”;l} =nx + 2220 [x] - [x—l—ﬂ — [x -I-f—!] — =

[x+%]=ru+”:;l—[lm]=”:;l+£’“} :

In secventa urmitoare se gisesc aplicatii ce se pot folosi ca modele de antrenament
pentru aprofundarea notiunilor de parte intreaga si parte fractionard a unui numar real, multe
dintre acestea fiind subiecte date la olimpiadele de matematica In anii anterori sau propuse in
editiile Gazete1 Matematice.

1. Calculati:

1 1 1
Vva+1l V3442 V99 + 98

Solutie
1 1 1
V241 3442 V99 + /98

= [V2—1+V3-V2+Va—v3+..+/99 — V98] = [V99- 1]
=[V99]-1=9-1=38

2. Rezolvati ecuatia: 2{x} + [x] = é

Solutie

20~ [x]) + [x] = 5
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1
2x— x| ==
[x] =3
4r—1 4y —1
[x] = ET
2 2
4y —1 4x +1

4y —1=2x<4x +1

1
Exilz}xﬂi

1
E:I}—l:)x}—i

= (—ii] & ax € (—2;2] = 4x — 1 € (—3;1]

dxr—1 31
2 E(_E’E]
4y — 1
3 EZ

4y —1

11
e{-1;0}= e{——;—}
{ J=x 4"4

3. Ardtati cd numdrul [Vn®+ 1]+ [Vn®+ 2]+ -+ [Vn®+ n] este patrat perfect,
pentru orice n € M*.
Solutie

1) [Va2+1]=n pentru ca

e nfEsnft+lsn’+2n+le nPsnf+l1<n®*+2n+1 vneN*
2) [\-“n:-l-n =n pentru c¢d @n<Vnl+n<nt+len'=n"+tn<n’ +2n+1

¥n € N*
iz —— —_—
— [f n’ + 1]= [\,ffn: + E] = [\,ffn: + 3] == [f n® + 11] =n

= [w’f”a: + 1] + [n“fn: + 2] + -+ [ﬁfn:——I-n] =n’, VYneEN'

4. Rezolvati ecuatia: [3': ?] + [31_5] = 253

4 7
Solutie
[a]+[a+ ] [22] 3%-T] | [3%-5] [, 3%-5] [3%-5
= + = 2- -

_3x—7 1 35 [4} [4} [ 4] [2]

! 274
Ecuatia devine [31:5] = 51:3 = 51:3 €Z

Fie 5:+EI53:—5{5:+1ﬁ=:_{lﬂx+5£21x—35 ﬁ_{llxzdll:’_ E[ﬁ:-'i)

7 Z 7 21x —35 < 10x + 20 11x << 55 1

Bx+
Stim ca ?E Zsica %E [ff:-’-t)z}ﬂe{z 3}::-:4515{E 15—3}

-nt+3

5. Fiea, =——|— -I- —|- -|- i i ENin > 1.8dse determine [a,] si {a,}.

Solutie
nElE Al b Lt

(n- J.]l:lz

=:1—1+3-(E+;+;+...+, —)

(mn—1In
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n—1 nS-n+3in-3 n*+2n-3 3
=n—1+4+3-—= = =n+2--
n

mn n

3 5 1

Cazl:n=2=2a,=4——=—=[a,]|=2;{a.}=-

- 2 2 - - 2
Caz2:n=3=a; =4 = [a;] =4{a;} =0

n — n—>3
Caz3:n=3=a,=n+1+ = [a,]=n+1;{a,} =
n n
: . 1 1
6. Rezolvati ecuatia: [x] + = {x}+ =
Solutie
[+ =0+ 5o -0 =522 Condifii: [x] #0; (1} 2 0= x €Z

Caz 1: Daci [x] = {x} = x = 0 imposibil

Caz 2:Dacd [x] # {x} = [x]{x}=1= {x} = é =x=n -I-}—j;; unde n € T\ {—1;0; 1}

7. Aritati ca: [| + [F]+.+ [F] = [F] - [Z2]s vn e v

Solutie Demonstram prin inductie matematica:

ol B BB 3

wl-E B

el e
e b E B

[
—_
—
=
[R————
|—|
N+
=

k+1 k k+17 k+2
- |- E+) ===
2 2 2 2
8. Aratati ca, daca n,p € N* atunci are loc egalitatea
£:| + |:u+J.:| 4ot |::'z+p J.:| =n [P -~ ]‘1]

£
Solutie Fixdm p € N* si demonstram prin inductie in aport cu ,n € N*:

1 +1 +p—1
Pry: F + [n ] + -+ [L] =n; ¥Yn € N* (p € N* fixat)
o Lpd p p

17 2 j .
][+
opd Ap P
k k+1 k+p—1
po P[]+ [ ot [ Y ks whew
o Ip

p p
k k+1 k+p—1 k+p
) P p p p
k k+1 k+p—1 k + k + k
Avem: [—]-i—[—]—i—...—i—[ Z ]-i-[ p}—k-I—[ p]—k-l—[—}-l—l
p P . p p p P
=k+1(k<p)

Deci propozitia este adevarata.

9. Sase arate ca, pentru ¥n € M*, au loc afirmatiile:
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a) Exista si sunt unice a,,, b, € M astfel incat:
(24V3) =a,+b,V3;
b) a,2—3b*=1;
[(2 + \.,“E)”] = este numar impar.

Solutie
a) Demonstram prin inductie matematica:

P,,:existd si suntunice a,, b, € N a.i. [2 + M’E) =a,+bV3,4" =a,=2sib, =1
| k |
Pp P,,:exista si sunt unice a,, b, € N a.i. (24V3) =a,+bV3 A"
— k+1 —
Dem P, ,: exista si sunt unice ay,,, b,y € N a.l [2 + w..“E) = Gpyq T bpyq V3
(2+V3)  =(2+V3) - (24V3)=(a, +b,V3)(2+V3)
= (2a, + 3b,) + (2b, + a,)V3
b, =a,+2b €N
Cum a,, si b, sunt unice = a,,,,b, ., suntunice
. a — n
b) a,>—3b, = (a, +V3b,)(a, —V3b,) =(2+v3) (2-v3)" =1
0 (2+V3) +(2-V3)" = 20,2 [(2+V3)"] = [20, - 2= V3)']

= 2a, + [—[2 - wﬁ)”] = 2a, + [ -

(2443)"

}pt a,,b, EM

] = 2a, — 1 (impar).

10. a) Calculati [vVn? + k], unde n € N si k € [0; 2n)
b) Demonstrati ca: f f
[Vi]+ [V2] + -+ [Vn2 — 1] =”‘”i¢mpentru‘dnzz,nem.
Solutie
a) [VnP+k]=npentrucin<vrn’+k<n+ien’ =n’+k<n’+2n+1
S0<k<2n+1 ,4" vk €[0;2n)
) [Vi]= [v3] = [V3] =
[V = V5] = = 18] 2
[Vo] = [V10] == [V15]=3

Ve 2m+ 1] = [V 3] = = [V~ 1] =1
=1-342:54+43-7++(n—-1)(2n—-1)=
n—1 n—1 n—1 n—1

Zk(Zk—I- 1)—2(21{, +k)_sz +Zk—

[n—ljn [En— lj+(n—1]n=

6 2
nn—1)-(4n—2+3) n(n—-1) (4n+1)
- 6 B 6
11. Fie sirul (x,,),.4, CUx, = % $1%,5q = —2x,+2vn=1
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a) Demonstratica x, =1 + G) ;v =1
b) Calculati [x; - x5 - %3 co” Xpgag]
Solutie
a) Demonstram propozitia prin inductie matematica:
P 14+ (l) A
Xy = - .
I__J.:I 1 2
Observameca x, ., =(x, —1)*+1 V¥n=1
1 :?c—'_
PpP,,:x, =1+ (—) LA
P Fipyt Xy 2
< 142
Demonstram Pyy.qy: x50 = 1+ (;)

A RGN REEC S

= ceea ce era de demonstrat;

b) a=x; x5 x5 ..o Xp15 I
~3e=(3)( (@) 6) - (6 )-
=1- (ijn =a € (1;2)pentrucia = 2 — G)zzm_l = [a] = 1.

12. a) Aritati ¢ [yx] = [,jm]; vx € [0;0)

s S I
b) Rezolvati in R ecuatia: [ - m] e

Solutie
a) Daca [w..f;]= k, keM xe€[0;m)
sk<JVx<k+1=2ki<x<(k+1)?
=2k =[ks[x]l<x< (k+1)°
k< <k+1=[VId| =k =[vx]

b) {x}E[D;l]:ﬁﬁ:—w

[1 —l{x}] N 3;} =k keN

= 3{x}k = [x] + {x}
(300 = [x] = () = 20— € [0;1)

={x}e {123, ..3k—2}

L

=k =< <k+1

1
1 —{x}
k—kix}<k+1—k{x}—{x}

=k—1<k{x}={x}z1-sio<k—{}k+1)=>{x}<1-

Asadar avem

1
K+l
1 [x]

1 1 1
l——<fylclo— eo1--< c1-——
g =t k+1 ko 3k—1 k+1
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4
<= < 3k—44+—
< [x] +k+1

4
c3k—a+—
%] i1

=3k—4+

= e

=3k—3=
1 4

.:;::—
= k+1l-ope{1,2)
kEkeZ

—

Pentruk=1=20=<[x]<1=[x]=0
Pentruk=2=>3£[x]:::z+§=>[x]=3=>{x}=§=>x=3_|_§:§

13. Fie ecuatia 2023x = [x] - {x}; x E R
a) Aratati ca dacd x, € IR este solutie a ecuatiei, atunci x, < 0;
b) Rezolvati ecuatia.
Solutie
a) Ppxy=0=2023x, = [x,] - {xy} = [xy] < xy = x, < 0, contradictie.

b) Ecuatia devine: 2023 ([x] + {x}) = [x] - {x}
2023[x] 2023[x]
{x} =————;unde x € [2023;2023) 2 0 < ————
[x] — 2023 [x] — 2023
2023

= E|l———0NZE= e1—1;0

[x] ( 2022 ] [x] € {~1;0}

_ _ _—2023 _ 2023 __ 1

Pentru [I] =-1= {x} —1-7073 073 =X 2024

Pentru [x]=0={x}=0=x=0

N . 1
In concluzie x € {— Zo2a’ III}.

14. Fie n € N* fixat. Rezolvati ecuatia:
1 3 5 2Zn—1) n(2x—1)
{x+—}+{x+—}—|—{x+—}+"'+{x+ }=

Zn Zn Zn Zn 2
Solutie
{a} = []ﬁ[+1]+[+ij+[+5]+ +[+qn_ﬂ—

2Zn—1 n(2x—1)

1 3
—x+£+x+£+"-+x+

2n 2

:}[ +1}+[+3’_’J+ +[ +2n—1]_ +1-|—3—|—5—|—..—|—2n—1 2nx

T I T, |7 on 5
#[+1]+[+ij+ +[4ﬁn_ﬂ—

ﬂx_ma T3 * o 1

= k k I.Hermite I.H 1
8 ) 5 - -

T
E=0

1
=>n£nx+£::in+l

rr,—lirm:}rle—L 1 1
2 Zn

1 1 = X E 1—5514‘%
Mﬂin+§=)‘xﬂl+ﬂ
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15. Rezolvati ecuatia: [‘414_1‘] + [

2+l H _ Zx+3

4 Z
Solutie
4y — 1 4x— 1 4r +1 2x+3
o= [ w5  en - e
2x+ 3 Zn—3
Fien= EN =2x =
rdn — 7 4n—"5 7 5

Ecuatia devine: H + [ H =pn & [ n— _H + [ n— _H =n

) L 4 4 4 4

. Dacin < % =n e {01}
Pentrun =0 = ﬂ + H—;” =0 Fals

Pentrun =1 = ‘—%H + H—%” = 1 Adevarat = x, = —

1

5 7
. Dacé;ﬂnﬁ:;,new =2ned

1. Dacén::rr%:) [n—ﬂ+[n—ﬂ =n=n—2+n—-2=n=>n=4=x, =§
Deci x € {—55}

16. Fie sirul (a,),,, definit astfel: a, = 15i a,.., = [22] + 1012

a) Aratati cd a, < 2024,vn € N

b) Determinati a5, .
Solutie

a) Demonstram prin inductie matematica:
Py @, < 2024; Vn € N°
Pryyia, =1< 2024 ,4"

a,_.
Pp Py = [ ’:‘2 l] 41012 < 2024 A"
a
Demonstrim P Gyey = [Ek] 41012 < 2024
fy, ay, 2024

Gy = [?] +1012< £+ 1012 < —— + 1012 = 2024
= a,,, < 2024 = a, < 2024; Vn € N*

b) Dacd avem a, < 2024sia, € N = a,_  €{0,1,2,3,...,2023}

4, _ [x + 2024 a, + a, B

a,!+1—[?]+1012—[ > ]E[ > ]—a”
= (a,),., sir descrescitor si marginit de numere naturale
Caz 1: Dacd a, = 2023 = a,,, = 2023
Caz2:Dacaa, =<2022=a,,, = [R“+3m4] = [:RT‘“]
=0, =a, +t1=>a,za,+n—pVnz=zp;npeN (1)
Deoarece a, = 1012,a, = 1518,a, = 1771,a. = 1897 daca pp. ca

(1
a5 = 2022=a,; =2 a; +131—-5=a,;, = 1897+ 126 = a5, = 2023, contradictie.
Deci a,5;, = 2023.

17. Determinati multimea: 4 = {{%} [ p=nr. pr:‘m} .
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Solutie
_2:!'4—1}_1
p= | 24 J 8
_32}’8}_1
p= 24) 3
NPk
P=27 122 J~
=,
P=7= 122 J~

Vom demonstra ca pentru ¥p = 5, prim avem —;l EN

p = nr. prim, p poate fide forma 3k + 1sau3k +2 = p— 1 saup + 1 se divide cu 3 (1)
Cum p=5 si p=n prim =p—1 si p+1 sunt doud numere pare consecutive de
unde = (p* —1) : 8 (2)

(ezy
Stimcid (3;8) = 1=—= (p*— 1) { 24,¥p = 5 prim

= {P:—l} =0, Ynz=z5prim =4= {ﬂiiii}.
* 2’3
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METODE DE ACTIVIZARE A ELEVILOR LA ORELE DE MATEMATICA

Lavinia SABAU

Colegiul National ,,Iosif Vulcan® Oradea, profesor pentru invatamantul primar,
lavinia74.sabau@gmail.com

Rezumat: Cunoasterea si folosirea metodelor didactice in diversitatea lor, ca instrumente
importante aflate la dispozitia profesorului, corelarea acestora cu particularitdtile elevilor cu
care lucreazd, precum §i cu obiectivele care trebuie sa le atingd, contribuie la eficientizarea
procesului instructiv — educativ, faciliteaza antrenarea permanentd a elevilor la un efort
intelectual sustinut §i inarmarea acestora cu capacitdti necesare unei activitati de invdtare
productiva.

Cuvinte cheie: metode active, stimularea creativitatii

In munca la clasi folosim pe langd metodele traditionale orientate in directia
participarii cat mai active a elevilor la propria formare si metodele active care dezvolta
gandirea, capacitatea de investigare a elevilor, presupune participarea lor la dobandirea
cunostintelor, munca lor independenta, deprinderea de a invata sistematic si de a aplica in
practica cele Insusite.

Referindu-se la notiuneca de metode active, loan Cerghit precizeaza: Constient de
natura sarcinilor ce-i revin, invatatorul nostru da prioritate metodelor de mare valoare
formativ — educativa, celor care contribuie in cea mai mare mdasurda la sporirea functiilor
educative ale procesului de invatamdnt. In acest sens sunt formative acele metode care
reugesc sa cultive intregul potential individual, care cauta sa respecte conditiile dezvoltarii
fiecarui individ, in directia capacitdtilor §i structurii lui mintale®.

Metodele active satisfac cerintele unui invatamant de calitate, cultivi dinamismul,
aptitudinea pentru schimbare, capacitatea de gasire a noului, de inovare si de inventie.

Ca modalitati de stimulare a creativitatii, am folosit:

e problematizarea;

e descoperirea;

e munca independentd, diferentiata;
e algoritmizarea;

e jocurile didactice.

Prin problematizare am cerut elevilor rezolvarea unor ,,intrebari — probleme” sau
»situatii — probleme” care contineau dificultati pe care le-am creat in diferite momente ale
lectiei. Dificultatea declansa curiozitatea elevului, interesul de cunoastere si-i mobiliza toate
capacitatile intelectuale in vederea gasirii raspunsului sau solutiei cerute, inteleasa ca
organizarea unor situatii

— problema care solicitd utilizarea, restructurarea unor cunostinge anterioare, punand la
contributie intreaga experientd si pricepere a lor, determindnd o atitudine pozitiva, activa,
solicitand gandirea creatoare.

Aplicand invatarea prin descoperire, elevii au stabilit, prin efort propriu, caile prin
care au ajuns la achizitionarea unor cunostinte. Descoperirea reprezintd o continuare §i o
intregire a problematizarii constand in desfdsurarea propriu — zisd a activitatii de solutionare a
problemei. Ea angajeaza mai mult si solicita capacitatea de gandire. Ceea ce descopera elevul
singur, prin efort propriu este insusit mai trainic, este o achizitie mai durabila, duce la
formarea deprinderilor de investigatie, dezvoltandu-i curiozitatea, perseverenta, gandirea
productiva.

In rezolvarea de probleme am folosit cu succes schema logicii ca instrument ajutitor

% loan Cerghit, Metode de invatamant, 2006, pag.122,
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in intelegerea si stabilirea relatiilor dintre marimi. Dupa stabilirea planului de rezolvare prin
metoda clasica, s-a transpuns intreaga rezolvare a problemei in formuld numerica si literala.

Munca independenta, sustinutd, organizata pe tot parcursul anului scolar si in cadrul
fiecarei lectii, verificarea si aprecierea ei, relevarea dificultatilor si a greselilor facute de elevi
si inlaturarea lor, a constituit un mijloc eficient de formare a priceperilor si deprinderilor de a
judeca si rezolva probleme, de stimulare a interesului pentru matematica si mai ales pentru
rezolvari de probleme.

In activitatea independenti am folosit tratarea diferentiata a elevilor pentru a asigura

eqgeiwy e

care le are fiecare.

Incorporarea in activitatea didactici, elementul joc imprima acesteia un caracter mai
viu §i mai atragator, aduce varietate si stare de buna dispozitie, chiar stimuleaza creativitatea
elevilor. Continutul matematic al jocului didactic trebuie sa fie accesibil, recreativ, atractiv.

Prin folosirea jocurilor didactice in predarea matematicii la clasele mici se realizeaza
si importante sarcini formative ale procesului de invatamant. Astfel jocurile didactice
matematice:

- antreneazd operatiile gandirii: analiza, sinteza, comparatia,clasificarea, ordonarea,
abstractizarea, generalizarea, concretizarea,;

- dezvolta spiritul de initiativa si independenta in munca, precum si spiritul de echipa;

- dezvolta spiritul imaginativ - creator si de observatie;

- dezvolta atentia, disciplina si spiritul de ordine 1n desfasurarea unei activitati;

- formeaza deprinderi de lucru corect si rapid,;

- asigurd insusirea mai rapida, mai temeinica, mai accesibild si mai placutd a unor cunostinte
relativ aride pentru aceasta varsta.

Reusita jocului didactic este conditionatd de proiectarea, organizarea si desfasurarea
lui metodicd, de modul in care invatatorul stie sa asigure o concordantd deplind in toate
elementele ce-| definesc.

Prin folosirea in permanentd a metodelor participativ — active, a tehnicilor didactice
care tin seama de particularitatile de varstd ale elevilor, care angajeaza efortul propriu de
gandire al elevilor in procesul invatarii, se realizeaza ore dense, placute, care contribuie la
dezvoltarea creativitatii elevilor.

Aproape toate activitdtile desfdsurate in cadrul orei de matematicd sunt de natura
creativa si ele stau la indemana oricarui invatator. Pentru a realiza intr-adevar un invatamant
matematic activ, este necesard o temeinica pregatire a invatatorului.

Gandirea este o trasatura distinctiva a fiintei umane si care se realizeaza in diferite
moduri. Unul dintre acestea este gandirea logica, cu semnificatie mai degraba pozitiva.

Gandirea logicd este un proces complex ce incepe cu asimilarea de cunostinte, cu
dobandirea unor operatii si procedee mintale de procesare a informatiilor, continud cu
formarea unor credinte si convingeri care fundamenteazd adoptarea unor decizii §i se
finalizeaza prin manifestarea unor comportamente adaptative adecvate si eficiente.

Rezolvarea si compunerea de probleme cu scop de a stimula gandirea logica
presupune respectarea unor condifii:

- crearea unor situatii de invatare pentru a se exersa procesul gandirii logice;

- incurajarea capacitatii de reflectare, a independentei in gandire;

- acceptarea diversitatii de opinii si de idei;

- implicarea activa a elevilor in realizarea unei Invatari prin colaborare si cooperare;
- incurajarea elevilor de a-si exprima ideile fara riscul de a fi ridiculizati.

- increderea in capacitatea fiecarui elev de a gandi in mod critic chiar;

- aprecierea pozitiva a ideilor fiecdrui elev;
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Dezvoltarea gandirii logice constituie un important obiectiv de tip formativ si se
realizeaza prin folosirea cu precadere a unor strategii activ - participative. Aceste strategii nu
trebuie rupte de cele traditionale, ele marcheaza un nivel superior in spirala modernizarii
strategiilor didactice. Prin metode activ - participative intelegem toate situatiile si nu numai
metodele active propriu - zise in care elevii sunt pusi si care-i scot pe acestia din ipostaza unui
obiectiv al formarii si-i transforma in subiecti activi, coparticipanti la propria formare.

"A activiza inseamnd, deci a mobiliza/a angaja intens toate forfele psihice de
cunoastere a elevului pentru a obtine in procesul didactic performante maxime, insotite
constant de efecte instructiv - educative, optimale in toate componentele personalitatii”.

In spatele fiecirei metode de invitare existd ascunsd o ipotezd in ceea ce priveste
metode si procedee variate, adaptate diferitelor situatii de instruire in care elevii vor fi pusi.
Pe baza competentelor sale profesionale mereu actualizate, dascalul Incearca noi metode de
invatare. Este loc in acest domeniu pentru manifestarea imaginatiei si creativitatii didactice,
cu efecte pozitive nu numai asupra elevilor, ci si asupra dascalului.

Activizarea predarii - Invatarii presupune folosirea unor metode, tehnici si procedee
care sa-1 implice pe elev in procesul de invatare, urmarindu-se dezvoltarea gandirii, cultivarea
creativitatii, dezvoltarea interesului pentru invatare, in sensul formarii lui ca participant activ
la procesul de educare. Astfel, elevul este ajutat sa inteleagd lumea in care traieste si sa aplice
in diferite situatii de viata ceea ce a invatat.

Optiunea pentru o metoda sau alta este in stransa relatie cu personalitatea profesorului
si gradul de pregatire al acestuia, predispozitie si stilurile de invétare ale grupului cu care se
lucreaza. Din aceasta perspectiva, metodele pentru o invatare activa se clasifica in:

I. Metode care favorizeaza intelegerea conceptelor si ideilor, valorificd experienta
proprie a elevilor, dezvolta competente de comunicare si relationare, de deliberare pe plan
mintal si vizeaza formarea unei atitudini active: discutia, dezbaterea, jocul de rol, etc.

I1. Metode care stimuleaza gandirea si creativitatea, ii determina pe elevi sa caute si sa
dezvolte solutii pentru diferite probleme, sa faca reflectii critice si judecati de valoare, sa
compare si sa analizeze situatii date: studiul de caz, rezolvarea de probleme, jocul didactic,
exercitiul, etc.

I11. Metodele prin care elevii sunt invitati sa lucreze productiv cu altii si sd-si dezvolte
abilitati de colaborare si ajutor reciproc: mozaicul, ciorchinele, cafeneaua, proiectul in grupuri
mici, etc.

Strategia didactica specifica invatarii matematicii la ciclul primar presupune
adaptarea acestor metode la specificul varstei copiilor si la specificul disciplinei.

Voi prezenta cateva dintre cele mai folosite metode in activitatea mea didactica,
considerate mai eficiente in procesul invatirii matematicii si in concordantd cu actuala
viziune pedagogica.

Cubul

Cubul este o metoda de explorare din diferite perspective cognitive a unei situatii de
invatare. Etapele pentru organizarea unor activitati utilizand metoda cubului, sunt:
- alegerea unitatii de invatare si activitatii de invatare;
- pregéatirea materialului didactic: confectionarea unui cub pe ale carui fete s-au notat 6 dintre
deprinderile care trebuie exersate: descrie, compara, analizeaza, asociaza, aplica,
argumenteaza;
- organizarea colectivului de elevi;
- valorificarea sarcinilor de lucru in grup: sarcina finalizatd este prezentata de reprezentantul
fiecarui grup, intregului colectiv de elevi;

Voi exemplifica cu o activitate la clasa a I1-a, la geometrie:
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Tema: Figuri si corpuri geometrice
Organizarea colectivului de elevi: 6 grupe de lucru
Fiecare grup are ca sarcina sa studieze un set de figuri si corpuri geometrice din perspectiva
cerintei inscrisa pe una din fetele cubului.
*Descrie: culorile, formele, marimile, etc. Sarcina solicitda descrierea unor proprietati ale
figurilor si ale corpurilor geometrice referitoare la fete, laturi, varfuri sau unghiuri.
* Compara: prin ce se aseamand? Prin ce se deosebesc? Sarcina solicitd compararea a doua
dintre figuri sau corpuri geometrice.
* Asociaza: Observa si identificd asemadnari si deosebiri Intre figuri sau corpuri si obiectele
din mediul inconjurator.
* Analizeaza: care figuri geometrice sau corpuri au proprietafi asemanatoare? Sarcina
solicitd identificarea unor proprietati caracteristice: numar de laturi, unghiuri, forma fetei
corpurilor geometrice, etc.
* Aplica: Ce poti face cu el? Cum poate fi el folosit? Sarcina solicita utilizarea corpurilor sau
a figurilor geometrice in scop practic
* Argumenteaza: Ce se Intdmpld dacd...? Sarcina solicitd realizarea unui demers de
rezolvare a unei probleme si argumentare a solutiei

Metoda cubului poate fi eficient aplicata in etapa de familiarizare sau de aprofundare
si exersare In cadrul metodologiei de invatare la clasele a II1-3, a IV-a.

Stiu(Vreau sa stiu/ Am invatat)

Cercetarile in domeniu au aratat ca invatarea este eficienta atunci cand se bazeaza pe
invatare constienta si valorifica experientele anterioare ale elevilor in procesul de dobandire
de noi cunostinte. Prin aceastd metoda se realizeazd un inventar a ceea ce elevii stiu deja
despre o tema si apoi se formuleazd intrebari la care se asteapta gasirea unor raspunsuri prin
valorificarea cunostintelor anterioare.

Etapele metodei:
- Colectivul clasei se organizeaza in perechi si fiecare pereche primeste ca sarcina
realizarea
unei liste cu tot ce stiu sau cred ca stiu despre o anume tema. In timp ce elevii realizeaza
lista, invatatorul deseneaza pe tabld un tabel:

Stiu Vreau sa stiu Am invatat

Elevii noteaza ceea ce stiu | Elevii noteaza ceea ce | Elevii noteaza ceea ce au
sau cred ca stiu despre tema | doresc sda afle nou 1in | Invafat despre tema noud
data legatura cu acea tema

- Fiecare pereche va prezenta tabelul sau si se vor nota in coloana din stanga in- formatiile cu
care toata clasa este de acord.

- Elevii vor identifica intrebarile pe care ei le au despre subiectul abordat , iar invatatorul le
va lista in a doua coloand a tabelului. Aceste intrebari vor evidentia nevoile de invatare ale
elevilor in legatura cu tema data lor.

- Elevii citesc o noud temd din manual. Dupa lecturarea textului se revine asupra intrebarilor
formulate in a doua cloana si se analizeaza la care dintre intrebari s-a gésit raspunsul in text.
Réspunsurile vor fi notate in a treia coloana.

- Elevii vor face comparatie intre ceea ce ei stiau deja despre tema abordata, tipul si
continutul Intrebarilor pe care le-au formulat si ceea ce ei au invatat.

- Elevii compara ceea ce cunosteau deja(coloana Stiu) cu ceea ce ei au invatat(coloana Am
invatat). Unele din intrebarile lor s-ar putea s ramana fara raspuns sau vor aparea intrebari
noi. In acest caz intrebarile po fi folosite ca punct de plecare pentru investigatii personale.

- Informatia cuprinsd in coloana a treia poate fi structurata ca si continut notional al temei noi.
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Aceasta metoda poate fi aplicata la clasele a IlI-a si a IV-a in cadrul oricarei unitati de
invatare. La rezolvarea de probleme poate simplifica parcursul spre rezultat ilustrand
sistematic rezolvarea.

Pentru a rezolva problema:

Intr-un depozit sunt 9 t de zahdr, de 8 ori mai multe t de gris, iar fidind cdt zahdr si
gris la un loc.

Cdte tone de produse sunt in depozit?

In prima coloani se vor scrie datele, in a doua planul de rezolvare cu intrebari iar in a
treia, rezolvarea.

Stiu Vreau sa stiu Am invatat
Zahar 9t 1.Cate tone de gris sunt? 9x8=72
Gris de 8 ori mai mult decat | 2.Cate tone de faina sunt ? 3+72=81
zahar 3.Cate tone de produse sunt ? | 9+72+81=162
Faina zahar + gris
Céte tone de produse in total R: 162 t.

Aceeasi problema poate fi pusd unei prelucrdri creative, inventive, pe mai multe
planuri,intr-o prezentare organizatid, folosind metoda cadranelor. Aceasta presupune
urmatoarele etape:

- propunerea problemei ce urmeaza a fi rezolvata;

- desenarea pe tabla a celor patru cadrane;

- impartirea clasei in grupe de cate patru elevi;

- anuntarea temei fiecarui cadran;

- discutii lamuritoare;

- activitatea pe grupe;

- prezentarea in fata clasei de catre reprezentantul fiecdrei grupe a rezolvarii sarcinilor de
lucru.

- In cele patru cadrane vor fi trecute, in ordine, patru sarcini:

I. Datele problemei Il. Planul de rezolvare

Zahar 9t 1.Cate t de gris?

Gris de 8 ori mai mult decat zahar 9x8=72

Faina - zahar + gris 2.Cate t de faina?
9+72=81

3.Cate t in total?
9+72+81=162

[l Scrierea rezolvarii sub forma | IV. Alcatuirea unei noi probleme pe
de exercitiu baza exercitiului din cadranul I1I.
9+(9x8)+(9+9x8)=9+72+81=162 *

* Intr-o livada s-au plantat 9 nuci, meri de 8 ori mai mult decat nuci si pruni cat nuci si meri
la un loc. Cati pomi s-au plantat in livada?

Conform etapelor prezentate, elevii vor lucra, punandu-si la contributie atat gandirea
cat si inventivitatea. La clasa a IV-a, acest mod de abordare a rezolvarii problemelor, largeste
orizontul cunoasterii si pregateste elevii pentru activitatea ciclului urmétor.

Ciorchinele
Este o metoda de brainstorming neliniard care stimuleaza gasirea de conexiuni intre

idei.

308



STIINTE EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

Etape:
- Se scrie un cuvant, tema, in mijlocul tablei/ foii;
- Se noteaza in jurul acestuia toate ideile, sintagmele sau cunostintele care vin in minte in
legatura cu tema respectiva, tragandu-se linii intre acestea si cuvantul initial.
- Pe masura ce se scriu cuvintele, ideile noi, se trag linii intre cele ce par a fi corecte.
- Activitatea se opreste cand se epuizeaza toate ideile, sintagmele sau cunostintele sau cand s-
a atins limita de timp acordata.

Etapele pot fi precedate de brainstorming in grupuri mici sau in perechi. In acest fel se
imbogatesc si se sintetizeaza cunostintele.

In activititile matematice, aceastd metoda se poate aplica cu eficientd la recapitularea
si sintetizarea cunostintelor referitoare la fiecare dintre cele patru operatii.
Exemplific cu recapitularea scaderii la clasa a IV-a.

Realizand ciorchinele, informatiile teoretice insusite referitor la operatia de scadere
vor sistematizate, clarificate §i pregatite pentru a fi aplicate in situatii concrete.

Mozaicul

Este 0 metoda de invatare prin colaborare si invatare prin " predarea" de catre elevi
colegilor lor. Ea cuprinde mai multe etape:
Etapa I. Se formeaza grupe de cate 4 elevi. Fiecare membru al grupei primeste un numar de la
1la4d.
- Se distribuie fiecarui membru al grupei o fisd de lucru cu 4 sarcini structurate. Se discuta cu
toatd clasa enuntul problemei, fara a da explicatii referitoare la modul de rezolvare. Fiecare
elev are o sarcina de studiu 1n care trebuie sa devina expert.
Etapa Il. Toti elevii care au numadrul 1 se aduna intr-un grup; cei cu numarul 2 in alt grup si
asa mai departe. Grupurile formate din elevi cu numerele 1,2,3,4 se vor numi " experti " si
sarcina lor este sd rezolve corect cerinta cu acelasi numar din fisa de lucru. Fiecare grup
trebuie sa citeasca sarcina si sa discute intre ei posibile solutii. Apoi vor hotari impreuna
modul in care pot preda colegilor, pentru ca urmeaza sa se intoarca fiecare, in grupul sdu si sa
explice colegilor modul de rezolvare.
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Fiecare dintre membri grupului de experti trebuie sa inteleagd ca poartd o mare
responsabilitate deoarece de explicatiile sale depinde munca ulterioara a colegilor sai.

Etapa Ill.

Dupa ce grupele de " experti" si-au incheiat lucrul, fiecare elev se intoarce la grupul sau
initial i explicd colegilor modul de rezolvare al sarcinii. Fiecare elev din grup trebuie sa
cunoasca continutul tuturor cerintelor problemei.

Elevii noteaza orice intrebari sau neldmuriri in legaturd cu rezolvarea problemei si cer
apoi invatatorului clarificari. Daca neclaritatile persista se vor adresa intrebarile grupului de
experti pentru rezolvarea respectivelor cerinte.

Invitatorul cere elevilor sa prezinte rezolvarea fiecireia dintre sarcini pe fisa de lucru,
asa cum au inteles-o "predatd" de colegii lor. Pentru inversd a activitatii, se pot adresa
elevilor intrebarile de tip productiv.

In timpul invatarii prin colaborare invatitorul monitorizeaza activitatea grupurilor
pentru a fi sigur ca informatia se transmite corect, stimuleaza cooperarea, asigura implicarea
si participarea tuturor membrilor.

La clasa a IV-a, problemele care au datele sugerate de grafice, tabele diagrame,pot fi
rezolvate folosind aceastd metoda. Spre exemplu:

Diagrama urmatoare indica cantitatea de alimente de baza, consumate intr-un an, de
fiecare locuitor al uneia dintre cele patru tari. Aflati cantitatea totala de alimente consumata
anual de un locuitor in Germania Franta, Marea Britanie si Italia

n

80
70 =
60

50
40 BFranta

OGermania

30 OMarea Britanie

20 altalia
. Nu aZ®
0 T T T T

fructe came zahar unt

a) Germania
b) Franta
c) Marea Britanie
d) Italia
- Se discuta cu toatd clasa enuntul problemei fara a da explicatii referitoare la modul de
lecturd a diagramei.
- Toti cet care au numarul 1 vor primi prima sarcina: cantitatea de alimente consumata anual
de un locuitor din Germania. Cei cu numarul 2 vor avea de altfel cantitatea de alimente
consumata de un locuitor din Franta, si asa mai departe.
- Toti elevii se grupeaza in modul indicat si in cadrul grupului de experti, sarcina lor este sa
rezolve corect cerinta care le revine. Fiecare trebuie sa citeascd sarcina, sa analizeze
diagrama, sd discute intre ei posibile solutii si sd@ hotarasca asupra modului in care vor
explica colegilor rezolvarea sarcinii.
- Dupa ce grupele de experti si-au incheiat lucrul, fiecare elev se intoarce la grupul sau initial
si explica colegilor sai modul de rezolvare.
- Elevii noteaza neclaritdtile pe care le au in legatura cu rezolvarea problemei si cer lamuriri
invatatorului.
- Elevii prezinta rezolvarea asa cum au inteles ei explicatiile colegilor.

Pentru a evalua capacitatea elevilor de a citi in grafic si a interpreta datele se vor
formula intrebari lamuritoare: Locuitorul carei tari consuma intr-un an cea mai mare cantitate
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de carne? Dar zahar? Care este nationalitatea celui de-al treilea consumator de fructe? Ce
cantitate de carne si unt consuma un francez intr-un an? Am putea calcula cantitatea de carne
consumata de toti locuitorii Frantei intr-un an? Cu ce conditie?

Daca timpul permite, intrebarile pot fi rezolvate, punand elevii in situatia de a
desfasura rationamente in lan{ pentru a ajunge la solutie.

In contextul modernizirii invatimantului romanesc profesorii ciclului primar sunt
nevoiti sd gaseascd noi cdi de prezentare a cunostintelor in tematici mai interesante, mai
atragatoare si mai antrenante si sd manifeste disponibilitate si aplicarea noilor metode
activizante. Scopul acelor metode este cresterea eficientei orelor de matematica.

A pregati copilul pentru o lume din ce in ce mai complexa inseamna a-i oferi sansa de
a se regasi in aceasta lume, iar educatorii au datoria de a le netezi calea spre a face fata acestel
lumi.
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ALGEBRE UNIVERSALE LIBERE
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Rezumat: [n aceastd lucrare sunt prezentate cdteva algebre universale libere, si anume: monoizii
liberi, grupurile libere, modulele libere si grupurile abeliene libere.
Cuvinte cheie: algebra universald, monoid liber, grup liber, modul liber.

Definitia 1. Fie A o multime si n un numar intreg nenegativ. O aplicatic w : A™ — A Se
numeste operatie n-ara pe 4, iar n se numeste tipul (aritatea) lui c.
O aplicatie w : B — A, unde B S A", se numeste operatie n-ara partiala pe A.
Exemple. a) O operatie nulard (n = 0) pe A este o aplicatie w a multimii A% = {@} in 4. O
astfel de aplicatie este complet determinata de cunoasterea imaginii « (@) € 4 a singurului
element @ al lui A%. Deci, prin intermediul unei operatii nulare punem in evidentd anumite
elemente din A. De multe ori, o operatie nulara se identifica cu elementul din A pe care il pune
in evidenta. De exemplu, 1 si 0 sunt operatii nulare pe multimea | a numerelor reale.
b) O operatie unara (n = 1) pe A este o aplicatie a lui 4 1n A, iar o operatie unara partiald in A
este o aplicatic a unei submultimi a lui A in 4. De exemplu, f: R — R pentru care
f(x) = —x este o operatie unard pe R, iar g : R\ {0} — R pentru care g(x) =x"! este 0
operatie unara partiala pe E.
c) O operatie binard (n = 2) pe A este o aplicatie a lui A% in 4, iar o operatie binard partiald pe
A este o aplicatie a unei submultimi a lui 4° in A. Pentru notarea operatiilor binare se folosesc
adesea simboluri speciale ca - sau 4. Adunarea si inmultirea pe multimea R sunt operatii
binare, iar impartirea este o operatie binarda partiala, deoarece este definita numai pentru
perechile (a, b) cu b = 0.
Definitia 2. O pereche (4, ), unde 4 este o multime nevida numitd multime suport, iar £}
este 0 multime de operatii pe 4 numitda domeniul de operatii al lui (A4, 1), se numeste algebra
universala sau 1 —algebra.
Definitia 3. Fie (4, 1) o algebra universald. Aplicatia T : 1 — M care pentru fiecare operatie
w € N asociaza tipul 7(w) a lui w, se numeste tipul algebrei (4, 1).
Exemple: a) Fie M o multime. Multimea P (M) a submultimilor lui M formeaza o algebra
universala in raport cu operatiile binare de reuniune si intersectie si cu operatia unard de
trecere la complement. Tipul algebrei (P (M ),u.n,C) este
_(v n C

r_(z 2 1)
b) Fie (M, -) un monoid cu elementul neutru 1 € M. (M, -, 1) este o algebra universala.
Tipul algebrei (M, -, 1) este

-1
=(5 o)
¢) Fie (G, -) un grup cu elementul neutru 1 € G. (G, -, 1, ~*) este o0 algebra universala. Tipul
algebrei (G, -, 1, 1) este

.1 1
I_(z 0 1)
d) Uninel (R, +, -) poate fi privit ca algebra universald (R, +,0, —, -), tipul acesteia fiind:
=0T )

2 0 1 2
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e) Fie R un inel si M un R —modul stang. Pentru fiecare & € R, definim operatia unara

@, R =R, cpﬁ,(x) = ax.
Astfel, (M,+,0,—, (¢, ).-z) este o algebra universala. Tipul algebrei (M, +,0,—, (@) .cz)
este:

= + 0 (fpﬁ‘]ﬁ‘ER
f (z 0 1 )
Definitia 4. Daca (4, ) si (B, 1) sunt doud algebre universale de tipul z, atunci o aplicatie

f A — B este un morfism daca pentru orice e € Q si pentru orice (Xy,%5,..., %X ) E A
avem:

fl@(epxa m i) = 0 (FGDF (), F(xe0))
Definitia 5. Fie K o clasa de algebre universale de tipul T si fie F(X) o algebra de tipul T care
este generata de X. Dacd, pentru orice 4 € K si orice functie & : X — A4, existd un morfism
@ : F(X) — A care extinde pe a (adica a@(x) = a(x) pentru orice x € X), atunci F(X) se
numeste liber generat de X, iar X se numeste sistem de generatori liberi.

i

X > F(X)

Figura 1
Monoidul liber
Definitia 6. Fie X o multime si FM(X) = U, X". Elementele lui FM (X)) se numesc cuvinte
in alfabetul X, ele fiind n-tuple (x,,x,, ...,x,) de elemente din X, n € N; pentru n = 0, X°
este o multime cu un singur element si, acest unic cuvant cu “zero litere®, desi se numeste de
obicei cuvant vid, noi il vom nota cu 1. Pe multimea FM(X) se defineste legea de compozitie
binara de juxtapunere, adica:
(xj_.!x:!"'.!x;ln)( V9 Va, "".-!'F;lz) = [xlrxfl s X V10 Voo ""F:'z)'
Evident, juxtapunerea cuvintelor este o lege de compozitie asociativa si are ca element neutru
cuvantul vid 1. Prin urmare, FM(X) este un monoid, numit monoidul liber generat de
multimea X.
Pentru orice cuvant (x,,x,,...,x,) in alfabetul X, avem:
(23X, 2, ) = (2 ) (5) e ()
si, renuntand la paranteze pentru cuvintele cu o singura litera, putem scrie
= (X, X0, e, X, ) = XX 0 X,
Numarul n se numeste lungimea lui x si se noteaza cu I(x ). Din definitia produsului rezulta
Hxy) = I(x) +1(y)
Vom nota cu i,:X — FM(X), incluziunea canonica.
Acum, vom ardta cad monoidul liber poate fi introdus si ca solutie a unei probleme
“universale” in clasa monoizilor si morfismelor de monoizi.
Teorema 7. (Proprietatea de universalitate a monoidului liber)
Fie X 0 multime nevida. Pentru orice monoid M si orice aplicatie f: X — M, existd un unic

morfism de monoizi f: FM(X) — M, astfel incat diagrama
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ix
X »FM(X)
f Iui
o
Figura 2

s fie comutativa, adica f o i, = f.
Demonstratie: Dacd f:FM(X)— M este un morfism de monoizi, cu proprietatea ca
fei, = f,atunci:
f[xlrx:r ""x:lz] = f[[xlj [-"’:] (x,!]} =
= f[xljf[x:) ---}'F(x,!] = [fc' I'x)[xij[f_” I'x)[ x:] [fc' i.ﬁr)[ xu] = f[xljf[xjj ---f[-’x;z]-
Aceasta demonstreaza afirmatia de unicitate din enunt. Pentru a demonstra afirmatia de
existentd, definim aplicatia f: FM(X) — M, prin f(x,, %5, .., x,)) = flx,)f () ... f(x,,).
Evident, £ este morfism de monoizisicd f =i = f.
Observatia 8. a) Monoidul FM (X)) este generat de X.

b) Pentru orice x € FM(X), existd un intreg n = 0, un (x,,...,x,) € X" astfel
ca x;#x2(i=1,..,n—1) si un sir de intregi a;>0(i=1,..,n), astfel ca:

ftn
n

e Oy, &, ) €ste unic determinat de conditiile de mai sus.

c) Dacd |X| = 1, atunci FM (X) este un monoid infinit si necomutativ, iar daca
|X| = 1,atunci FM(X) este izomorf cu (M, +).

Definitia 9. Un monoid M se numeste liber, daca existd o multime X astfel ca monoidul
FM(X) sa fie izomorf cu M. Daca f:FM(X) — M este un izomorfism, atunci f(X) se
numeste sistem de generatori liberi al lui M.

x=x,"- . -x
Sirul (x,,...,x

Grupul liber
Definitia 10. Grupul liber FG(X) pe multimea X constd din toate elementele de forma
X, x, T, Xy, Xy, e, X, EX X, F x4, @05, .., a,€ L, Impreund cu operatia de
juxtapunere.

Propozitia 11. (Proprietatea de universalitate a grupului liber) Fie X o multime. Pentru
orice grup G si orice aplicatie f : X — G, existd un unic morfism de grupuri f : FG(X) — G,
astfelca f =i = f.

X »FG(X)

’

Figura 3
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Demonstratie: Definim aplicatia f:FG(X) =G, prin
Flaey ™% oxy,™m) = fag) ™ - fxp)® - ) m.
Evident, [}Fo i)[x] = f[z[x]) = f(x) = f(x),vx € X,adica f =i = f.

Dacd u = x,%x,% ...x, "™ si v = y, P+ y,F= .y F» sunt doua elemente din FG(X), atunci:

flu-v) = ,1""_[:::1“'—:4:3‘rz e X, }rl'g'—}r:'E! ...}rpgp) =
= () F(22) % o f () f (3, P2 £ (5,) P ---f[_vp)gp =
= fw)- f(v).
Asadar, £ este un morfism de grupuri.
Ne rimane de demonstrat unicitatea. Pentru aceasta, fie f : FG(X) — G un morfism de
grupuri cu proprietatea f o i = f. Dacd u = x,%x,% ...x, “m, atunci:
F) = Flx,%x,% o™ = F(3,%) F(2,%) oo 3,y ) =
=(F&) (Fa) "o (fx)) " =

Gy

= (FuG) " (Fee)) ~ o (Fl)) ™ =
= F () ()% . f) m =
=W
adica, f = f.
Exemple: 1) Singurul grup liber de rang 1 este, abstractie facand de un izomorfism, grupul
ciclic infinit, adica (Z, +).
2) Se considera functiile &, # : C U {eo} — € U {co}, definite prin:

a(x)=x+2, Blx)= 2;:_ l,‘v’x € CU {om}

.. . . N 1 . . oa
Aici prin simbolul co intelegem ~ = oo si convenim ca - = 1.

X
1-2x"
Astfel, & si § genereazd un grup F de permutari ale lui € U {oa}, grup care este liber pe
multimea {a, }. De fapt, grupul F poate fi privit ca si grupul generat de: [; i) sl [,_f i)
Fiecare putere nenuld a lui a transporta punctele din interiorul cercului |z| = 1 in exteriorul
cercului unitate si orice putere nenuld a lui £ transportd punctele din exteriorul cercului
unitate in interiorul acestuia fara zero. Astfel, niciun cuvant nebanal nu poate fi identitatea.
3) (Generalizare a exemplului anterior) Pentru orice numar complex z cu |z| = 2, matricele
[; i) s G Ej} genereaza un grup liber de rang 2.

Atunci, a si £ sunt bijectii si au inversele & *(x) =x —2 si 7 (x) =

Module libere
Definitia 12. Vom considera module la stanga peste un inel unitar R. Fie M un R — modul si
S < M o submultime a sa. Spunem cd S este o multime de generatori pentru M sau ca S
formeaza un sistem de generatori al lui M daca <S5 == M, unde prin <5 > am notat
submodulul lui M generat de S.
Orice modul M admite cel putin un sistem de generatori, de exemplu § = M.
Daca M admite o multime finita de generatori spunem ca este modul finit generat sau de tip
finit.
Fie {x,,x,,..,x,} o multime de elemente ale unui R — modul M. Spunem cd multimea
{x,,%5, ..., x, } este liniar independentd sau ca formeaza un sistem liniar independent al lui M
daca din orice relatie de forma
a,x) +axy+--+a,x, =0,a ER,
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rezultd ca @, = 0, oricare ar fii = 1,2, ... n.

In caz contrar, daci existd elementele a,,a,,..,a, €R, nu toate nule, astfel inct
a,x, +ay;x, +--+a,x, = 0 spunem cd x,,x,,..,x, €ste un sistem liniar dependent al lui
M. O familie arbitrara X = (x,),, de elemente ale lui M spunem ca este liniar independenta
sau ca formeaza un sistem liniar independent al lui M daca orice parte finitd a sa este liniar
independenta. In caz contrar, daca exista cel putin o parte finiti a sa liniar dependenta spunem
ca familia X este liniar dependenta sau ca formeaza un sistem liniar dependent al lui M.

Daca (x;),.; este o familie de elemente ale unui ® — modul M, atunci multimea

supp (x;);e; = {{ € I'| x; # 0}

se numeste suportul familiei (x,);<;.

Familia (x;),.; se numeste de suport finit dacd supp(x;);s; este o multime finita si scriem
|supp (%), < 0.

Avand in vedere cele precedente, familia X = (x,),-, de elemente ale R — modulului M este
liniar independentd daca oricare ar fi familia (a;),., de elemente ale lui R, de suport finit,
astfel incat X, ., a,x, = 0 rezulta a, = 0, oricare ar fi i € I.

Spunem ca un element x € M este o combinatie liniara cu coeficienti in R de familia (x,),.;
de elemente din M, daca exista o familie de suport finit (a;);., de elemente din R astfel incat
X = Xy O,

Este clar ca o familie (x,),., de elemente din M formeaza un sistem de generatori al lui M
daca oricare element din M este o combinatie liniara cu coeficienti in R de aceastd familie.
Definitia 13. O familie B = (e,),., de elemente ale unui R — modul M se numeste baza daca,
B formeaza totodatd un sistem de generatori si un sistem liniar independent al lui M. Un
modul care admite cel putin o baza se numeste modul liber.

Teorema 14. (Proprietatea de universalitate a modulelor libere) Fie L un R — modul liber

de baza B = (e,),;. Atunci oricare ar fi modulul M si oricare ar fi familia (x;),., de elemente
din M, existd un unic morfism de module ¢ : L — M astfel incat ¢(e,) = x, pentru orice
i €1. Mai mult, ¢ este injectiva (respectiv surjectiva, bijectivd) dacad si numai dacad (x;),q;
este un sistem liniar independent (respectiv sistem de generatori, baza).
Demonstratie: Daca x € L, existd o unica familie (a;),., de elemente din R de suport finit
astfel incat x = X._,a;e,. Definim @(x) = X, ., a,x,. Este clar ca ¢ este bine definita si vom
demonstra ca ¢ este morfism de module. Daca x' € L, existd o unica familie (a';),., de
elemente din R de suport finit astfel incat x' = X._, a’.e,.
Atunci x +x"' = X, _;(a; + a';)e; si deci:

p(x+x')=Xigla, +a')x, = L a;x; + Xiepa'x, = @(x) +o(x).
Dacd a € R, atunci ax = X._,(aa;)e; si deCi ¢(ax) =X, ,(aa,)x, =aX.,a.x, = ap(x).
Deci ¢ este morfism de B — module. Si demonstrim unicitatea lui ¢. Intr-adevir, fie
i : L = M un morfism de module astfel incat y(e,) = x, pentru orice i € I. Pentru x € L,
x = e a:e; aVem P(x) = (e a:x,) = L aP(e;) = Lieraix; = (g aie;) = @(x)
sideciy = @.
Sa presupunem acum ca ¢ este injectiva si fie (a;),-,; 0 familie de elemente din R de suport
finit astfel incat X, ,a,x;=0. Deoarece x,=g(e;), pentru orice i€, avem
0=2._a9(e)= (X, ae) sl cum @ este injectiva, obtinem cd X._,a;e;, = 0, de unde
a;, = 0, pentru orice i € I. Deci (x,),., este un sistem liniar independent. Reciproc, fie x € L
astfel incat g(x) = 0. Dacd x = X._,a.e, unde (a,),., este o familie de elemente din R de
suport finit, atunci X, ., a,e(e;) = 0 adica X, ., a,x; = 0. Deoarece (x,),., este un sistem de
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elemente din M liniar independent, atunci a, = 0 pentru orice i € I si deci x = 0. Prin urmare
@ este injectiva.

Fie acum ¢ surjectiva. Pentru v € M exista x € L astfel incdt @(x) = y. Deoarece
x = X, a;e;, unde (a;),., este o familie de suport finit de elemente din R, atunci:

y=e¢lx)=¢ (Z ﬂeee) = Z a;p(e;) = Z a;X-

il il il
Prin urmare (x,),., este un sistem de generatori al lui M. Reciproc, fie (x;),, un sistem de
generatori al lui M. Dacd y € M, existd o familie (a;),, de elemente din B de suport finit
astfel incat y = X, a;x;. Atunci y =%, a,9(e;) = ¢(Z;; a;e;), unde X, a;e; € L. Deci
@ este sujectivd. Din cele precedente rezultd ca ¢ este bijectiva dacad si numai dacd (x,),,

este baza.
Exemplu: Un exemplu clasic de modul liber este structura de spatiu vectorial.

Grupuri abeliane libere
Fie X = {x,,x,,..., x,} o multime finita si nevida.
Definitia 15. Grupul abelian liber FAG(X) pe multimea X = {x,,x,,...,x,}, consta din toate

1 n On

elementele de forma x,%:x,% ...x,®1, unde a,a,, .., a, € L. Pentru u = x,%x,% ... x,
si v =x,P1x,Pa . x_Fn operatia se defineste prin:
u-v=x," Py =t x Entbn
Pe de alta parte, grupul abelian liber FAG (X)) se poate privi ca si Z — modulul liber cu baza .
In acest mod, dacd u = @ x, + @,x, + -+ a,x, si v = %, + fox, + -+ B,x, sunt doud
elemente din FAG (X)), atunci:
U+ U= ax i, ot ayx, +8x, +Bx, + -+ Bx, =

= (ay + By)xy + (ay + Br)x; + -+ (@, + B, )x,.
Propozitia 16. Grupul liber FAG (X) este izomorfCUZ X Z X ... X I.

de n ori

Propozitia 17. (Proprietatea de universalitate a grupului abelian liber) Fie ¥ o multime.
Pentru orice grup abelian G si orice aplicatie f : ¥ — G existd un unic morfism de grupuri
f:FG(X)—= Gastfelcafoi=f.

X » FAG(X)
f Sf
{r
G
Figura 4
Demonstratie: Construim functia f:FAG(X) = G, astfel: daca
u=x,%x," .x," € FAG(X), atunci definim

f(xl'r'—x:“i... nn) = f_'[xlj'r'— . f(x_:j“! e e, )0 .
Evident, (£ o i)(x) = f(i(x,)) = f(x,) = f(x,.), ¥k € {1,2,..,n}, adicd foi = f.
Dacd u, v € FAG(X), u =x,%x,% ..x, % siv =x,fx,P .. x Fn atunci

}F[I't' ' v] = f[xlﬁl_-i-'g._x:rr:-i-gz '”x”ﬁn-i-gn) =

= f(xl)“'—‘*'g'—f(x:j“ﬁ"?! _”f(xu)trn+,£’n _
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= (fla)®f () o fla,)™) - (Flae)Paf ()P o fx,) ) =

=F@) fv)
adica, f este morfism de grupuri.
Ne mai riméne de demonstrat unicitatea. Fie f : FG(X) — G un morfism de grupuri, astfel
incat foi = f. Daciu = x, % a2 LLx, %0, atunci
flu) = f(xl“'—xg‘ﬁ ...x”“-'lg =

= Fl, ™) f (™) o F o, ™)

= (Fe) " (7)™ o (F) ™ =
(FGe)) ™ (Fae)) ™ - (Fi@n) ™ =
[l flxy)% . fx,) ™ =

= f(w)
adica f = f.
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TEOREMA LUI LAGRANGE

lulius Radu TIMAR 1, Alina Nicoleta TIMAR 2

! Colegiul National “Onisifor Ghibu” Oradea, profesor de matematicd, timariuliusradu@yahoo.com
2 Scoala Gimnaziald “Nicolae Balcescu” Oradea, profesor de matematicd, alina_ptimar@yahoo.com

Rezumat: [n acest material ne propunem sd venim cu cdteva idei mai accesibile pentru a putea fi
mai pe intelsul elevilor in studiul demonstrarii unor inegalitati prin teorema lui Lagrange .
Cuvinte Cheie : Functie continua, functie derivabild, Teorema lui Lagrange

Teorema lui Lagrange mai este denumita si Prima teorema a cresterilor finite sau
Prima teorema de medie. Teorema lui Lagrange reprezinta un rezultat deosebit de important
in analiza matematica, cu ajutorul caruia se demonstreaza multe alte rezultate esentiale in
studiul variatiei functiilor sau 1n calculul integral.

Teorema lui Lagrange
Fie f:[a;b] >0 ; a,bell,a=<b, o functie ce satisface urmatoarele proprietati
1) fcontinua pe [a;b]
2) fderivabila pe (a;b)

Atunci 3 ce(a;b) ali. L;(a)_ f'(c)

Demonstrarea unor inegalitati prin teorema lui Lagrange

Exemplu : Sa se demonstreze inegalitatile:

b—
1. cos’ a

Consideram f :[a;b] > ; f (X) =tgx;[a;b] = (0;%)

<tgb tga<——— b- 0<a<b<—
cos’ b 2

Functia f este continua pe [a;b]si derivabila pe (a;b) ceea ceinseamné ca prin teorema lui

f(a)— f (b) . 1
b—

Lagrange 3c € (a;b) a.i. =f (c);(f (x)= = )

cos’c

tgb—tga 1
b—a cos’c

. . - V4
a<c=b si cum functia cos este descrescatoare pe (0; E)

cosb < cosc < cosal?
cos’b < cos®c < cos?a

1 1 1

2 = 2 =< 2
cos“a cos“c  cos b

1 tgb —tga

— < gh—1ga |
cos“ a b-a cos? b

|(b a)

—<tgb tga< —— b- 0<a<b<—
cos’a cos? b 2

a- b<ctgb ctga<a b
sin?

;0<a<bsZ
2. sin’a 2
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Consideram functia f :[a;b] —> 7 ; f(X) = ctgx

Functia f este continud pe [a;b] si derivabild pe (a;b) ca functie elementra si atunci prin

teorema lui Lagrange 3 c e (a;b) a.i. M_ f'(c)
f(b)-f(a) 1 1
" b-a PO (0= X _sinzc)

ctgb—ctga -1
b—a sin’c
a<c=<b

sina<sinc<sin b‘z ,, Sin’” este crescatoare pe [a;b] =(a; E)

sina~<sin®c< sin2 b
1 1
<

(-1

sin’b sinzc sin? a| )

-1 - -1 - -1

sina sin’c sin’b

B _12 <ctgb—ctga |(b a)

sin“a b-a sin’b

a- b<ctgb ctga<a b O<a<b<—

sin’a sin’b’ 2
3. b—_a InE b—0<a<b

b a a

Consideram f :[a;b] > [1; f(x)=Inx

Functia f este continua pe [a;b] si derivabila pe (a;b) ca functtie elementara si atunci
prin Teorema lui Lagrange
Jece(a; b)a.T.M =

f'(c)

f(b)-f(a
OB (=32 F@=9)
Inb—Ina _ 1

b-a c
a=<c=<b
1<Inb—lna<1|(b_a)

b b-a
ﬂ<Ina Inb<b—a

b a

b_a<|nb<b_a O<a<b
b a a

4 sinb—sina|<|b—al,a;bell

Consideram functia f:[a: 6] — [, f(x) =sin x
Cum f este continud pe [a;b] si derivabild la (a;b) prin teorema lui Lagrange
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dc e (a;b),al. M_ f'(c)

f(b)- ;(a)_f (), (f (x) =cosx= f (c) =cosc)
mnb sina
————=cC0sC
b—a
Vcell,cosce[-11] < —-1<cosc<1
-1<cos<1
_1Ssmb—smaSl
b—a
smb—smaSl
b—a
sinb—sina
—<1
b—3|
sinb—sina|<|b—a[;a,bell
5 1—1<an<X—LVX>0
: X
Consideram | ([EX]I—=>0; f(x)=Int, x>0

Functia f este continua pe [1; x] si derivabila pe (1; x) si atunci prin teorema lui
Lagrange

Jee(l x)a.?.M £(c)

fﬁfljffg f(c)(f(X)—":>f(C)"°
Inx-in1_1
x-1 ¢
1<c=<x
1< In x 1|(X 1)
X x-1

§:E<MX<X—LVX>O

X
l—£<Mx<x—LVx>o
X
6 1 2<ammx<xvx>o
' + X
Consideram f:[0;x] >0, f(x) =arctgx;0 < x < %

Cum f este continua pe [0; x] si derivabila pe (0; x) prin teorema lui Lagrange

3 ce(0;x) a.T.a.T.Lg(O)_f()
TO=TO _ ¢ eyyr(9 = Fe)=—)
x-0 1+c
arctgx—arctg0 1
x—0 C1+c?
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O<C<XV
0 <c?< x2|+1

1<1+c?<1+x?

1 1
— > =<1
1+x 1+c

1 < arctgx <1|x
1+ X X

X
——=<arctgx < x,vx >0
1+x

BIBLIOGRAFIE

[1] Schneider, V., Schneider, C. (2009) Culegere-matematica, Editura Valeriu Craiova

[2] Tena, M., Gheorghe, A., (2001). Matematicad XI, Editura GIL Zalau

[3] Tena, M., Andronache, M., Serbanescu, D. (2010). Matematica XI, Editura ART Bucuresti

322



STIINTE EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

STUDIUL LUNGIMII CERCULUI

Bianca TRIP

Studenta anul IIl, Matematica, Facultatea de Informatica si Stiinte, Universitatea din Oradea,
biancatrip@yahoo.com

Rezumat: [n aceastd lucrare se prezintd aspecte referitoare la aflarea lungimii unui cerc,
facdndu-se trimitere la tehnicile lui Arhimede.
Cuvinte cheie: lungimea cercului, valoarea lui m, poligon regulat

In geometria euclidiani, cercul este multimea tuturor punctelor din plan, egal
departate de un punct fix numit centru. Distanta comuna este denumita de obicei raza
cercului.

Arhimede este cunoscut pentru contributiile sale in geometrie si, in special, pentru
calculul lungimii cercului. El a fost primul care a reusit sa aproximeze cu o precizie mare
lungimea cercului prin metode geometrice.

Metoda lui Arhimede a constat in inscrierea si circumscrierea unui cerc cu doud
poligoane regulate cu 6,12,24,48,96 laturi, astfel poligonul asemanandu-se tot mai mult cu un
cerc(fig.1). Apoi, a calculat lungimea fiecarui segment si a adunat toate aceste lungimi pentru
a obtine o aproximare a lungimii cercului.

Arhimede a folosit aceasta metoda pentru a calcula o aproximare a valorii lui & (pi),
care este constanta matematicd care reprezintd raportul dintre circumferinta cercului si
diametrul acestuia. El a obtinut o aproximatie a lui m cuprinsa intre 3,1408 si 3,1429, care a
fost una dintre cele mai precise aproximatii cunoscute la vremea respectiva.

Metoda lui Arhimede a fost imbunatatita de alti matematicieni, precum al-Khwarizmi
si al-Mahani in secolele al IX-lea si al X-lea, dar principiul de baza ramane acelasi si este inca
utilizat in mod obisnuit si astdzi pentru a calcula circumferinta cercului si valoarea lui 7.

figl
Cazul |

In cercul C(0, R) se inscrie un poligon regulat de laturi |. Notim a unghiul dintre doua
raze ale cercului C(0, R) si B, perimetrul poligonului cu n laturi.
Aplicam teorema cosinusului intr-unul dintre triunghiurile isoscele de baza | (fig. 2).

I°=R*+R*—2-R-R " cosa (1)
I = 2R*(1 — cosa)
1 =RV2-V1— cosa
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— | o
I=RV2- [1—1+ 2sin?—
\ 2

a
= ZRsinE (2)

In cazul in care poligonul are 6 laturi
a
@ =60°=—=30°=1=R (3)
P, 6R
=—=—=3 (4)
"2R 2R
In cazul in care poligonul are 12 laturi
a
o =30"= 3 =15"= [ = 0,5176R (5)
P, 12-05176R
2R 2R
In cazul in care poligonul are 24 laturi
a
g =15"= 3 =7°30' = [~ 0,2611R (7)
P,, 24-02611R

" 2R 2R
In cazul in care poligonul are 48 laturi

a=7°30" = g = 3945 = [ ~ 0,1308R (9)
P, 48-0,1308R
"2R 2R
In cazul in care poligonul are 96 laturi
a =345 = % = 1°52'30" = | = 0,0654R (11)
Pse  96-0,0654R

==~ ~31415 (12)
2R 2R

~ 3,1058 (6)

~ 3,1326 (8)

~ 3,1410 (10)

Cazul 11

Un cerc (0, R) se inscrie intr-un poligon regulat de latura I.
Daca poligonul are sase laturi, consideram AOAB (fig. 3) echilateral, unde R este Tndltime
sia = <«(R, 04). Notam B, perimetrul poligonului cu n laturi.
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VA

R

in AOAM dreptunghic, 0A = 1,LAM =

AM [
tga—UMﬁtgcx—ER::rl—ER tg a (13)
Daca poligonul are 6 laturi
— a=30°= [~ 1,1548R (14)
P, 6-1,1548R
2R 2R
Daca poligonul are 12 laturi
— a = 15° = [ ~ 0,5358R (16)
P, 12-0,5358R
2R 2R
Daca poligonul are 24 laturi
— a =7°30" = [ ~ 0,2634R (18)
P,, 24-0,2634R
2R 2R
Daca poligonul are 48 laturi
— a =3°45" = [ ~ 0,131R (20)
F.., 48-0,131R
2R 2R
Daca poligonul are 96 laturi
= a =1°52'30" = | >~ 0,0654R (22)
P,. 96-0,0654R
== = ~3139 (23)
2R 2R

Cazul 111

~ 3,4644 (15)

~ 3,2148 (17)

~ 3,1608 (19)

~ 3,144 (21)

Consideram cercul C(0, R)(fig. 4) si functia f : [—%,%] — R, f(x) = VR* —x°

'\-'
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. (R? — x?) —x
f [x] = — B = - -
2VR*—x* VR*—=x*°
£
VZ
ETTYRERY
Lungimea cercului este: 41z = 4 J. V14 (f'(x))*dx (24)
_E
VZ
£ £
VI VI R
x* 1 X =
=4 |l+fdx= 4-R —dx=4-R(arcsin—) V2
| Bs —x= VR —x?2 B R
_E N _E NG
VI VI v
V2

=8-R -arcsin ? = 2nR

fig. 4

BIBLIOGRAFIE

[1] Mohry. B., (2003). Matematica, Geometrie Pocket Teacher. Bucuresti: Editura ALL Educational

[2] Moise. E.E. (1980). Geometrie elemetara. Dintr-un punct de vedere superior. Bucuresti: Editura Didactica si
Pedagogica

[3] Degree calculator. Accesat online la data de 10 mai 2023 de pe https://calculator-online.org/degrees

[4] Spike's Calculators. Trig Functions Ratio's from Angles in Degrees. Accesat online la data de 10 mai 2023 de

pe https://www.spikevm.com/construction-math/trigonometric.php

326


https://calculator-online.org/degrees
https://www.spikevm.com/construction-math/trigonometric.php

STIINTE EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

METODE NUMERICE PENTRU REZOLVAREA ECUATIILOR
DIFERENTIALE

Daria TRIP

Studenta anul 111, Matematicd, Facultatea de Informatica si Stiinte, Universitatea din Oradea,
daria.trip001@gmail.com

Rezumat: In aceastd lucrare se prezintd doud metode numerice pentru rezolvarea ecuatiilor
diferentiale: metoda liniior poligonale (metoda lui Euler) si metoda lui Runge Kutta, precum si
rezultatele obtinute care sunt reprezentate grafic cu ajutorul unui soft personalizat realizat in
limbajul de programare C#.

Cuvinte cheie: ecuatii diferentiale, metode numerica

In aceasta lucrare studiem rezultatul solutiei exacte pentru 3 ecuatii diferentiale —
rezultat la care se ajunge Tn urma rezolvarii efective a ecuatiei diferentiale — care este
comparat cu rezultatele obtinute pentru cele doud metode numerice mentionate anterior.

Folosind lucrarea lui Gh. Micula si P. Pavel [7], se vor prezenta in aceastd lucrare
urmatoarele metode numerice pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale.

Metoda liniilor poligonale este o metoda discretd. Consideram problema
y' =1f(x,y), y(x0) =0 1)
unde functia f:D — R, R? D D = {(x,y)||x — xo| < a, |y — vo| = b} satisface conditiile:
f(x, y1) — fx, y2)l = Llyy —y2l, L=const, (x, y1), (x, ) €D, (2)
% + f(x.y)%? <M, M = const., (x;y) € D 3)

Consideram o partitie cu nodurile echidistante x; = xo +ih, (i =0, 1,2, ...) ale intervalului
de definitie a solutiei y a problemei (2.1).
Metoda lui Euler constd in aproximarea valorilor y(x;), prin valorile y;, care se

calculeaza succesiv dupa formula

1 =Y Hhf (), i=0,1,2, .. 4
Astfel curba integrala y = y(x) care trece prin punctul My (xg, v,) este aproxi-mata prin linia
poligonala MyM;M, ... unde punctele M;, au coordonatele (x;,y;), i =0,1,2, ... Fiecare
segment M; M,,, al acestei linii poligonale, denumita /inia poligonald a lui Euler, are ecuatia
v =y + (x —x;)f(x;, y;) siare directie ce coincide cu directia tangentei la curba integrala a
ecuatiei (2.1) ce trece prin punctul M;.

Daca y(x,) este valoarea exacta a solutiei problemei (2.1) pentru x = x,,, iar y, este
valoarea aproximativa obtinuta din (2.4) atunci are loc urmatoarea delimitare a erorii:
yGen) = yal <370 +RL)" 1] (5)

Metoda liniilor poligonale se poate aplica si la sisteme de ecuatii diferentiale sau la ecuatia de
ordin superior scrisa sub forma echivalentd a unui sistem.
De exemplu, in cazul sistemului de douad ecuatii

y' =fHly2) (6)

z' = f2(x,y,2), y(x0) = yo, z(x0) = 2
valorile aproximative y(x;) ~ y; si z(x;) ~ z; se calculeaza succesiv dupa formulele
Visr =¥ +hfil, v, 20)

Ziy1 =z hf(x,0,2), i =0,1,2, ... (7
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Observatie. Pentru rezolvarea aproximativa a problemei (2.1) se utilizeaza adesea asa-
numita metoda Ilui Euler imbundtatita, care are urmatorul algoritm de calcul al valorilor
aproximative

Yis1 =W T hﬁ+1,fz (8)

unde: firryz = FKiray2, Vitr2)i  Xivryz = X "‘;-}’Hlxz = ¥ +gf:'- 9)
In continuare, se prezinta metoda lui Runge Kutta:
Se considera urmatoarea problema Cauchy:

v =fy), ¥(xo) =¥ (10)

in aceleasi conditii ca si in paragraful precedent. Notam valorile aproximative ale solutiei y a
problemei (2.10) in punctul x; prin y. Pe baza metodei Runge-Kutta solutia aproximativa y; 4
in punctul urmatorse x;,; = x; + h se calculeaza dupa formula
Yis1 = Vi T Ay

by =3[k + 2K7 + 26" + K7 (11)
unde K" = hf (x.y)

@ _ 1 1 (D)
KZ —hf(xI‘l‘Eh. }’I"I‘EKI )

i 1 1 i
Ké[l} = h.f (xi ‘I‘Eh. Vi +EKZ{I})

i i
kD = hf(xi +h, y +EP) (12)
Este convenabil sa se efectueze calculele dupa schema din urmatorul tabel:
i X y K =hf(xy) y
0 Xo Yo ,‘«;’io] Kioj
1 1 (0) ©
2 2 (0) (©)
1 1 o K, 2K,
10+£h V0+£K2 K‘EDJ K‘EO]
Xo+h 1
° Yo + —:“-’50]
2
Ayy
1 X1 A

Acest tabel se completeaza in urmatoarea ordine:
(1) Se scriu valorile x4, y, in prima linie a tabelului si se calculeaza

f(xg, Vo), Care se Inmulteste cu h si se trece in tabel valoarea K 1{0}.

(2) Se scriu 1n linia a doua a tabelului valorile x; + % hst yy + % K 1[0}.

(3) Se calculeaza f (xg + % h, vo + %K’ 1[0}) care se inmulteste cu h si se obtine K’zm}
care se trece in tabel.

(4) Se scriu in linia a treia valorile x, +§h, Yo +%K2(“}, se calculeaza
(xﬂ -I—%h. Yo + %KZ{G]) care se inmulteste cu h, pentru obtinerea lui KEEG] care se trece in
tabel.

(5) Se scriu in linia a patra valorilex, + h,v, + K’ém, se calculeaza

flxg+h, yvo + Kéo}) care se Inmulteste cu h da valoarea lui K| f'}, ce se trece de asemenea 1n
tabel.
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(6) Se aduna numerele Kfﬂ],ZKéﬂ],zKém,Kiﬂ] din coloana a patra si impartind
rezultatul cu 6 se obtine Ayy.
(7) Se calculeaza y; = vy + Ayyg.
(8) Calculul se continud in aceeasi ordine ludndu-se (x,y;) ca punct initial.
Notam ca pasul h poate fi schimbat de la un nod la altul. Pentru a verifica daca
alegerea lui h este satisfacatoare se calculeaza numarul
6 = k-l

(i) (i)
Ky —K;

care nu trebuie s depaseasca cateva sutimi, in caz contrar, h trebuie micsorat.

Ordinul de marime al erorii la metoda Runge-Kutta este 0 (h*) pe intregul interval
[xq, b].

Observatie. Metoda Runge-Kutta poate fi utilizata si la rezolvarea aproximativa a
sistemelor de ecuatii diferentiale.

(13)

In continuare sunt prezentate 3 aplicatii pentru care sunt determinate solutia lor exacte prin
rezolvarea efectiva a ecuatiei diferentiale cu ajutorul [1],[2],[3],[4],[5] si [6]. Rezultatele
solutiei exacte vor fi comparate si evidentiate - cu rezultatele obtinute in urma aplicarii celor
doud metode numerice - intr-un tabel precum si printr-o reprezentare grafica cu ajutorul
programului scris in limbajul de programare C#.

P, 2
Aplicatia 1. Se da urmatoarea problema Cauchy: [} Y=y .
y(0) =1

Determinarea solutiei exacte:

r_ 2x | — 2
) —}—y:{}} =y —2x

y(0) =1
o ary ¥2(0) = 2(0) = 2(0) =1
Notam y*(x) = z(x) = {z’(x) = (¥?(x)) =2y(x)y'(x)
(22'(x) = z(x) — 2x
Problema Cauchy se rescrie 4 2 ©) =1 :
z =

Noua ecuatie obtinuta este binard si neomogena.
Se rezolva ecuatia omogena:

%z’(x) =z(x) =

92 _ 2dx.

z

Dupa integrare, obtinem:

Inz(x) =2x+C = z,=C -e* —solutia ecuatiei omogene.

Se cautd o solutie particulard a ecuatiei neomogene z, = C(x) - e?*.

Cumz, =z, —2x <

1

E(C'(x) e +C(x)-2e*) =C(x)-e¥* —2x =

1

EC’(}:) e = —2x

C'(x) = —4x-e**

Clx) = [ —4x-e ¥ dx = [2}((—23_2’:) dx = [2}: (e dx =2x-e ¥ e
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=z, =2x+1

Solutia ecuatiei z(x) = z, +z, = C-e* + 2x + 1.

Cum z(0) = 1 obtinem € = 0 =

y(x) = V(2x + 1) — solutia exacta.

Se genereaza solutiile pentru ecuatia diferentiald datd, cu ajutorul metodei de numarare a lui
Euler si Runge Kutta, rezultate care sunt comparate cu solutia exacta in tabelul de mai jos. Ca
si date initiale, valoarea lui x apartine intervalului [0,1], iar pasul diviziunii il considerdm
h=0,1

[ X Euler Runge Kutta Solutia exacti
X =X+ R Yier = ¥i + hi(x;,y;) Vier = ¥Vi + Ay y=V(2x+1)

1 0 1 1 1

2 0,1 11 1,0954 1,0954

3 0,2 1,1918 1,1832 1,1832

4 0,3 1,2774 1,2649 1,2649

5 0,4 1,3582 1,3416 1,3416

6 0,5 1,4351 1,4142 1,4142

7 0,6 1,5089 1,4142 1,4832

8 0,7 1,5803 1,4832 1,5492

9 0,8 1,6497 1,5492 1,6125

10 |09 1,7177 1,6125 1,6733

11 1,0 1,7847 1,6733 1,7321

Reprezentarea graficad a solutiei exact, precum si a celor doud metode de numadrare este
urmatoarea:

r—/_"ﬁ—_—'—-__ﬁ :

e Solutia exacta
o Euler
e Runge Kutta

T aag a2
Aplicatia 2. Se da urmadtoarea problema Cauchy: {} Tarn VY
y(0) =1
Determinarea solutiei exacte:
N 1y—v2_1.1 4

Y =m Y Y 5 [}’2 y= x+1 ¥y Notam

y(0)=1 y(0) =1

1
2=z = 20 _y{?} B '
y(x) z;(x) — (L) _ ¥ (x)
¥ (x) ¥2(x)
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—z'(x) = ﬁ ~z(x) — 1.

Problema Cauchy se rescrie {

z(0)=1
Se rezolva ecuatia omogena: z'(x) = —% z(x)
dz 1
=
X+ 1

[ENp=
=
x+1

= Inz =—nkx+1)+InC
= zp = ﬁ — solutia ecuatiei omogene.
clx)

Se cautd o solutie particulard a ecuatiei neomogene z,(x) = —
X

= z,(x) = —x_l_l-zp(x)-i-l

c)\ C(x)
- (x+1) TS
C)x+1)—-Clkx) C(x)

(x +1)2 T (x4 12
=>C'(x)=x+1

+1

= Lo +

2}: X
xZ42x
2(x+1)

= Zp (x) f—
C xZ42x
x+1  2(x+1)’

Solutia ecuatiei z(x) = z,(x) + z,(x) =

Cum z(0) = 1 obtinemC€ =1
- ()_ 1 +x2+2x_x2+2x+2
AT 26+ D) 2+ 1)

_ 1 2(x+1)
y&x) = z{x} x%+2x+2

Vom genera solutiile cu ajutorul aplicatiei pentru Aplicatia 2, cu ajutorul metodei de
numadrare a lui Euler si Runge Kutta, rezultate care sunt comparate cu solutia exacta in tabelul
de mai jos. Ca si date initiale, valoarea lui x apartine intervalului [0,1], 1ar pasul diviziunii il
consideram h = 0,1:

— solutia exacta.

[ X Euler Runge Kutta Solutia exacta
Xipp =X +h | ¥y =+ hi(x33) Vier = Vi T 4y; szff;;fa

1 0 1 1 1

2 0,1 1 0,9955 0,9955

3 0,2 0,9909 0,9836 0,9836

4 0,3 0,9753 0,9665 0,9665

5 0,4 0,9552 0,9459 0,9459

6 0,5 0,9322 0,9231 0,9231

7 0,6 0,9074 0,9231 0,8989

8 0,7 0,8818 0,8989 0,8740

9 0,8 0,8559 0,8740 0,8491

10 |09 0,8302 0,8491 0,8243

11 |10 0,8050 0,8243 0,8
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Reprezentarea grafica a solutiei exact, precum si a celor doud metode de numarare pentru
Aplicatia 2 este urmatoarea:

v v — -
e Solutia exacta
e Euler
e Runge Kutta
. L. . - 5 vy =--xy
Aplicatia 3. Fie urmatoarea problema Cauchy: ( )2
}J’ G p—

ay _ 1
::-{dx —2 XV ﬂ:Ed}(.
yo=1 ¥ ?

1
Dupa integrare, obtinem = Iny = ji x2+C=yx)=C- Prd

Determinam C din ecuatia initiala: y(0) = 1.
Cumy(0)=C-e°=C =1.

= y(x) = ei’z — solutia exacta.

Vom genera solutiile cu ajutorul aplicatiei pentru Aplicatia 3, cu ajutorul metodei de
numarare a lui Euler si Runge Kutta, rezultate care sunt comparate cu solutia exacta in tabelul
de mai jos. Ca si date initiale, valoarea lui x apartine intervalului [0,1], iar pasul diviziunii il
consideram h = 0,1:

[ X Euler Runge Kutta Solutia exacta
G =%th Vier = Vi + hi(x, 33) Visr =¥ T AY¥; y = e
1 0 1 1 1
2 0,1 1 1,0025 1,0025
3 0,2 1,0050 1,0101 1,0101
4 0,3 1,0151 1,0228 1,0228
5 0,4 1,0303 1,0408 1,0408
6 0,5 1,0509 1,0645 1,0645
7 0,6 1,0772 1,0645 1,0942
8 0,7 1,1095 1,0942 1,1303
9 0,8 1,1483 1,1303 1,1735
10 10,9 1,1942 1,1735 1,2245
11 1,0 1,2480 1,2245 1,2840

Reprezentarea grafica a solutiei exact, precum si a celor doud metode de numarare pentru
Aplicatia 3 este urmatoarea:

e Solutia exacta
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e Euler
e Runge Kutta
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FUNCTIILE LUI EULER: BETA SI GAMMA

Petra VARADI

Studenta anul 111, Matematica, Facultatea de Informatica si Stiinte, Universitatea din Oradea,
petravaradiS@gmail.com

Rezumat: In cadrul aceastei lucrari se prezintd functiile Beta si Gamma, proprietdtile acestora si
aplicatii ale acestora. In plus, sunt prezentate exemple relevante de integrale improprii, aldturi de
metodele eficiente utilizate pentru rezolvarea acestora.

Cuvinte cheie: integrald definitd, integrald improprie, functia Beta, functia Gamma, convergentd.

1. Introducere

In definitia data integralei definite f; f(x) dx, am presupus ca a si b sunt finite, si ca
functia f (x) este marginita pe [a, b].

Notiunea de integrald se extinde in mod natural la cazul functiilor arbitrare marginite
sau nemarginite, si definite pe intervale arbitrare, marginite sau nemarginite, inchise sau
neinschise. O serie de proprietdti ale functiilor integrabile se transmit la functiile integrabile n
sens generalizat. Pentru a ardta cd o integrald improprie este convergentd vom folosi
urmatoarele corolari.

Corolar 1. [1] Fie —co < a < b < oi f:[a, b) - R, local integrabila. Atunci
1. Dacid (3) 0 < p < 1 astfel incat ir;g,(b — x)P f(x) exista si este diferita de oo, rezulta

ca f;_ f(x) dx este convergenti;

2. Daca (3) 1 = p < oo astfel incét Ir’;g(b — x)? f(x) existd si este diferita de 0, rezulta
Xx

ca f;_ f(x) dx este divergent.
Corolar 2. [1] Fie a € Rsi f:[a, ) — R, o functie local integrabila. Atunci
1. Dacd (3) 1 < p < o astfel incat lim xP f(x) exista si este diferita de co, rezulta ca
X—00

fam f(x) dx este convergenta;

2. Daca (3) 0 = p = 1 astfel incat lim xP f(x) exista si este diferitd de 0, rezulta ca
X—00

fam f (x) dx este divergenta.

2. Functia Beta a lui Euler
Definitie 2.1. [1,2,3] Se numeste integrala euleriand de prima speta si se reprezintd prin

notatia
1

B q) = f xP71(1-x)71dx,p,q € RL.
0

Propozitie 2.1. [1,2,3] Oricare ar fi p, ¢ € R integrala improprie
B(p,q) = folxp_l(l — —x)7 1 dx este convergenti si are proprietitile:
P+ 1L +Bp.q+1D) =B{mq) (V)p g€ [1,);
q-flp+1L)=p-Blp.q+1);

_ (p-1)1(q-1)! = .
- Blp,q) = =7 =5 dacap, g €N,

. B(p,q) = B(q,p).p.q € RL;
_ "
- B, 1—p) = 5 pentru 0 < p < 1.

[EEN

o~ W N
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Demonstratie. Fixim p, q € R} si fie functia f(x) = x?"1(1 — x)9°1,x € [0,1]. Pentru a
arata ca integrala este convergentd vom aplica Corolarul 1.
Pentru aceasta calculam
= li 1-p, = Ji I=p 01, (1 )1 =i — x)a 1=
L i{_}*’%x f(x) i{_}*’%x X (1—x) LI_?’]E)I 1—x) 1.

x>0 x=0 x=0

1
Rezulta ca fole_p(l — x)% 1 dx este convergenti daci 0 < 1 —p < 1, adicip > 0.

Calculam
— I; _ 1—q — I; _ 1-q.,1-p _ g1 _ ;5 1-p
L= ir_;:rll 1—-x)"(x) = ir_;*’rll (1—2)" 9% " P(1—x)T = g'cr_;*’rllx =1
x<1 x=<1 x=<1

. .. . . 1 _ — <
si deci integrala improprie f: x* P (1 — x)?"! dx este convergenta.
2

Deoarece folxp_l(l —x)T1dx = fgxp_l(l —x)T ldx + filxp_l(l —x) dxsi
2
1

z _ S . _ . .
fozxp 11 —x)?7 dxsi Ji xP71(1 — x)9 ! dx sunt convergente rezulti cd integrala
2

: 1 _ y
improprie [ xP~*(1 — x)?7" dx este convergentd.

Sa aratam in continuare proprietatile enuntate.
1

Bo+ 1)+ Blog +1) = [P =0T Ydx+ [J 2?71 (1L —x)9dx = [[ 2?11~
)T x+1—-x)dx = folxp_l(l —x)7tdx = B(p, q).

Deci,f(p+1,9) + B, q+1) = B(p. ).
Sa ardtdm a doua proprietate:
2.Dacinotim f =x? = f'=pxP Lg =(1-x)T1=2qg=[(1-x)T1=

—x)4q
= — % obtinem

aB(p+1,9)=q —xp(l_q—xy

L 1
1—x)? !
+ pxp_lﬂdx = pf pxP (1 —x)%dx =
o Jo q 0

=pB(@.q+1).
Deci, gB(p + 1,q) = qfolxp(l —x)71dx.
3. Fixdm un n € N gi facem ¢ = n — 1. Din 2. avem:
Bp,q+1) = %ﬁ(p + 1, q), inlocuind g = n — 1, obtinem

Blp,(n—1)+1) = %ﬁ(p +1,n—1)
Bp+1ln—-1)=Bp+1,(n—-2)+1) ZHB(;J+2,H—2)

Bp+2n—-2)=Bp+2n—-3)+1) ZZ%B(;J+2,R—3)

Bp+n—-22)=B(p+n—-21+1) = B(p+n—11).

p+n-—2
Inmultim relatiile de mai sus:
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m—1Dm-2)(n—-3)..1
rlp+1)..(p+n-2)
Dar, B(p +n—1,1) = folx(pm_l_l)(l —x)ldx = folxp+”_2 dx =

B(p,n) =

Bp+n—1,1).

xPtn-1 1 1

p+n—1 0 - p+n—1'
Inlocuind B(p + n — 1,1) in relatie obtinem:

B (n—1)!
B(p.n) = @+ Dp+2) . (p+n—1)

Daca notam p = m € N, obtinem:
(n—1)! m—1D!'(m—1)!
B(m,n) = =
mm+1).(m+n—-1) MmMm-DIm(m+1).(m+n—-1)
(=D -1

(m+n—1)!
(n—1)'(m—1)!
(m+n-1)! '

4.8(p,q) = [ xP 11— x) 1 dacsi B(q,p) = [, tT1(L — )P 1 dt,t € [0,1].
Facem schimbarea de variabilat =1—x,x=1—-t,t=0->x=1,t =1 - x = 0,
dt = —dx si avem:

B(a.p) =f1

0
= — [— folxp_l(l —x)?1 dx] = folxp_l(l —x)7ldx =B(qp).
Deci, B(p. @) = B(q,p).

5.Pentru 0 < p < 1 are loc.

1 ~ - 1 1
poa-p = [wta-nran= [ i

Facem schimbarea de variabilélf—x —tatuncix=0-5t=0,x=1—>t = oo,

Deci, f(m,n) =
1 0

t97 11 —t)P ldt = J. (1—x)TxPI(—dx) = —f (1—x)TxPldx =
0 1

xP

1

— 1 . _ _t _
x=1—-x)>tx=t xt—>x(1+t)—t—>x-l+t,dx (1+t)zdt'
fl L= | v ! dt‘fmt" ERAEp tp_ldt
L, =0 x 77 t A+02 " ), A+ | 1+t
1+t 0
0
-1
Se aratécéf T dt = T pentru p < 1, rezulti ci
0 1+t sinpm
Y = [P ) Py == T
B(p, 1 p)—fox (1—x) dx——sinpn,0<p<1.

3. Functia Gamma a lui Euler
Definitie 3.1. Functia Gamma a lui Euler sau functia de speta a doua a lui Euler, este definita
de integrala

r'(p) :f xPle™¥dx,x >0
0

este o functie convergenta si are proprietatile:
L rp+1)=pr@, M)peRs;
2. '(n+1)=n! neN;
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3. B(p,q@) = Tg:g, (V) p,q € N, iar 8 este functia Beta;

4, Pentru0 <p< 1, I'(p)r(1 —p) =

T

sinpm’
Demonstratie. Fixim p € R} si fie functia f(x) = xPle ™, x € R},
Deoarece limx1Pf(x) = limx' PxPle™ = lime™ = 1.

x—0 x—0 x—0

x=0 x=0 x=0

. o . . . oo — — - -

Rezulta folosind Corolarul 1. ca integrala improprie fo xP~le™* dx este convergenti daci
0<l-p<1liep=>0.
Calculam limx“f(x) = limx%x? le™ = limx“*?P"le ™ = 0.

X —C0 X— oo X—0Co

Folosind Corolarul 2. integrala |, 100 xP~Le™ dx este convergentd, rezulti ci integrala
fow xP~le ™ dx este convergenti.
Sa aratam prop}gieté‘gile acestei functii.
rp+1)= f xPe ™ dx

0
Integrand prin parti, unde alegem f =xP —» f' =px? L, g =e * 5 g=[e ¥dx= —e*
obtinem:

rp+1)= fomxpe_x dx = —xPe™|7 + fom pxP te ™ dx.

Calculam —xPe |3 = lim — xPe ™ =0, (V) p € R}.

X—Co

Inlocuind in relatia de mai sus avem:
oo

rp+1)= pf xP e ™ dx = pI'(p).
0

Egalitatea I'(p + 1) = pI"(p) se numeste relatia functionala pentru functia I'(p).
Folosind relatia functionald avem:

F(p+1) =pl(p)

rp+2)=@+Dre+1

rp+3)=@+2)re+2)

rp+n+1)=@E+n)r(p+n)
Inmultind aceste relatii avem:
rp+n+1) =plp+DE+2)..0+ ).

Pentru p = 1:
rm+2)=1-2-3.(014+n)-I'(p) =m0+ D'I'p).
Calculam I'(1):

oo o0 1

ra) = f xTle™Xdx = f et =—e |3 =— (—m— 1) = 1.
X 0 0 €
Inlocuind obtinem:
rn+2)=m+D!'-1=mn+ 1.
Pentru x > 0, x # n extrapoleaza factorialul.
Stimcd B(p, 1 —p) = ﬁ, pentru 0 < p < 1.
Pe de alta parte avem:
Ir'mr—-p) rera-p) rera-p
B, 1—p) = = = :
rp+1—p) r( 1
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Folosind cele doua egalitati
r'ep)xrd—p) =
@I -p)=_ -

Observatie 3.1. Calculand integrala dubla
1=/ J-De_x Vdxdy = jo e ™ dxfo e dy ==
Daca x = y avem:

J. e ™ de. e ™ dx = r
0 0 4
o 2
([e) =
0 4

f e ™ dx = ﬁ
o 2

,0<p <1.

4. Aplicatii
0 0o i oo
Sa calculam I (—) = f xz e *dx= J. e ¥ —,
2 0 0 \x
Facem substitutia x = t2 — dx = 2t dt.

0 d ® 2t dt @
J. g e_tz—ZZJ. —t* dt = 2£ V.
0 \/E 0 L 0 2

Folosind acest rezultat putem calcula I (n + %)

Demonstratie.

r(103)-3(E)
r(z +%) :r(1+(1+%)): (1+%)r(1+%)
r(3 +%) :r(1+(2+%)): (2+%)r(2+%)

O S O R
r(n+%):r(1+(n—1+%)):(n_1+%)p(n_1+%)

Inmultind aceste egalititi obtinem:

plna 13 5 2n—1 1 _1-3-5...(2?1—1)F 1
(” 2) 222772 (2)_ on (2)
Deoarece I G) VT, avem:

1 -5 2n—1
PR\ ELE BT

Folosind acest rezultat putem obtine urméatoarele valori:

1 3 1
Tl—l,F(l‘FE)—F(E)—E\/E,
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1 5 1-3 3
TEZZ,F(Z‘F—):F(—):?\/E:Z\/Ej

2 2
1 7 1-3-5 15
71—3,1’1(34‘5)—F(E)—Tvﬂ'—g\{ﬁj

valori care ne da posibilitatea sd calculam unele integrale cum ar fi:
Exemplu 4.1. Sa se calculeze integrala:

oo
1
IIZJ. x%e™ dx.
0

Rezolvare. Facem substitutia x2=t->2xdx=dt,x=0->t=0,x =0 >t = oo,

* * 1 1(® .1 17 s 1 7
11==f xée_ﬁctx:-[ tge_t———dt:—:[ t323‘fdt:-—f tﬂe‘fdt:-—F(—)
0 0 2Vt 2 )y 2J, 2° \2
7 1 1-3-5 15
Dar, F(E) - r(3 +E) =12Vr=2vm
A n ) . 1.(7\ _ 1 15 15
Inlocuind in I;, obtinem: I; = EF (5) =3 ?\/E = EV/E'

Exemplu 4.2. Sa se calculeze integrala:
I, = f x8% ™ dx,
0

Rezolvare. Folosind substitutia x’=t->2xdx=dt,x=0-t=0,x=0 >t = o,
obtinem:

® ® 1 1,2 79 1 /81
I, = f x80%e ™ dyx = f t4%t —dt = —f tZetdt==T (—)
0 0 0

24\t 2 2 2
< 81\ 1\ _ 1-3-5..(2:40-1) _ 1:3:5..79
Caleulam I' (2) = 1 (40 +3) = =222 = 22220,
Inlocuind in I,, obtinem: I, = %F (%) = ; . 1'3;;'?9\/5 = 1'32'“2'1"?9 VT

Exemplu 4.3. Sa se calculeze integrala:

1= f:\/x —x2dx.
1
1 1 1 1 1
Rezolvare. I = Io Vx —x2dx = jo Jx(1—x)dx = jo Vxvl—xdx = J. x2(1—x)zdx

0
5 1,3, 1=1,=3
Notamp—l—2 P=3.q 1—2 q=73

J:x%(l —x)%dx = B(g,%)

Folosind relatia B(p, q) = TE::T)) avem:
B(E,E):F(%}F(ﬁ):F@)F@)_
Gy e

Calculémf(g) = F(l +$) = %ﬁm r(3) =2!'=1-2 =2 siobtinem:
3 3 1 ~1
rr(z) zvrvm 1
r@a 2 8
1
Deci, I = jo Vx —x2dx = %\/E
Exemplu 4.4. Sa se calculeze integrala:
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a
I :f xya? — x2dx.
0

. a . 5 a 5 é
Rezolvare. I = jo xVa? —x2dx = f x _|a? [1 - (E) dx = f x%a [1 + (E) ] dx.
0 0

. ey gl X2 2x
Facem schimbarea de variabili - =u - Zdx =du,x=0-u=0x=a—->u=1
a a

Folosind aceasta substitutie, avem:

" ' 3\ /3
2. 4 4 (3 (3
I_f (az\/ﬂ)(l—u)%a @ du = “_u%(l_u)%du:a_ﬁ(B 3):%M
0

2a\u 2 27\2"2 3,3
0 F(2+2)
1 1

_a* yVmyVm gt

—2 2 16"

Exemplu 4.5. Sa se calculeze integrala:
oD
I = f x"e ™ dx.
0
Rezolvare. Facem schimbarea de variabila

1, -1 .
xzzt—>dx:5t 2dt,x =0 —>t=0,x = 0 - t = oo obtinem:

. “ 1 1 _1 1% n-1 1 m+1
sz x”e_xzdx:f t2" . e ¢ 2dt:—f t 2 e‘xzdt:—F( )
S . 2 2), 2"\ 2

-1 -1 +1
decarece ™= =p—1—-p="—+1="2,
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TIPURI DE PROGRESII

Tatiana Maria VOICU
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tana69v@yahoo.com

Rezumat: Articolul propune trei tipuri de siruri de numere reale, fiecare cu proprietdtile sale,
derivate din modul de definire, care pot fi utilizate cu succes la ora de matematica. Am subliniat
principalele beneficii ale unor astfel de siruri care se aplica in diverse tipuri de exercitii

Cuvinte cheie: siruri, termen general, sume, rezolvare de probleme.

Definitii:

Un sir de numere reale in care orice termen incepdnd cu al doilea se obtine din
termenul precedent adunat cu acelasi numar fixat, se numeste progresie aritmeticd.

Un sir de numere reale cu primul termen nenul, in care orice termen incepand cu al
doilea se obtine din termenul precedent inmultit cu acelasi numar fixat nenul, se numeste
progresie geometricad.

Un sir de numere reale ai carui termeni sunt inversele termenilor unei progresii
aritmetice date, se numeste progresie armonica

Remarci: Denumirea acestor progresii provine de la proprietatea oricarui numar din
sir (incepand cu al doilea ) de a fi egal cu un anumit tip de medie a celor doi vecini ai sdi: la
progresia aritmetica este media aritmetica, la progresia geometrica este media geometrica (cu
conditia ca termenii sirului sd fie numere strict pozitive), la progresia armonica este media
armonica

Exemple de progresii: aritmetica: 1,3,5,7, ...

geometrica: 0,001; 0,01; 0,1; 1; 10; ...
armonica: 1, 1/3, 1/5, 1/7, ...

Caracterizarea progresiilor:

-pentru progresiile aritmetice: diferenta constanta intre oricare doi termeni consecutivi,
numita ratie si notatd r. Ele sunt de forma az, @, ..., an, ... sauar,ar+r,a+2r, .., a + (n-
Dr, ...deci an= a1+ (n- 1)r este formula termenului general, iar r este ratia : r = an — an-1

- pentru progresiile geometrice: raportul dintre oricare doi termeni consecutivi este
constant; numit ratie si notat q. Ele sunt de forma b1, bz, ...,bn, ... sau b1 b1, b1g?, ..., b1
qnt, ...

- . 1 1 1 1
- pentru progresiile armonice: de forma —; — e
a aTr

at2r’ 770

g e
at+nr

unde a este nenul, n este un numar natural iar —a/d nu este un numar natural sau este
mai mare decat k.
Prin rationament logic, se deduce formula sumei primilor n termeni consecutivi ai

unei progresii aritmetice/ geometrice:
(a,+agyin B,lgT—1)

Sp = respectiv s,, = ‘;IT,( cu ratia diferita de 1)

iar pentru progresia armonica suma tinde la infinit ( nu este posibil ca suma unei
progresii armonice de fractii cu numaratorul 1, altul decat cazul banal in carea=1si k =0,
sa fie un numar intreg ; motivul este ca, in mod necesar, cel putin un numitor al progresiei va
fi divizibil cu un numar prim care nu divide niciun alt numitor®! )
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Exercitii:
1. Sa se determine numarul real x stiind ca numerele x+1, 2x-3 si x-3sunt termenii
onsecutivi ai unei progresii aritmetice
Rezolvare: dacd a1, a2, a3 sunt termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice,
atunci a, = 2:2% deci 2x -3 =[ (x + 1) + (x - 3) ]/ 2, de unde prin calcul x = 4

2. Se considera multimea M = { 0, 4, 8, 12, 16, 20, 24 }
Sa se determine numarul tripletelor (a, b, ¢) cua, b, c din M, a <b < ¢ ;I care sunt sunt in
progresie aritmetica
Rezolvare: ratia unui triplet este evident cu de 4, deci poate fi 4, 8 sau 12.
Pentru r = 4 obtinem (0, 4, 8); (4,8,12); (8, 12,16); (12, 16, 20); (16,20, 24).
Pentru r = 8 obtinem (0, 8, 16); (4, 12, 20); (8, 16, 24).
Pentru r =12 obtinem (0,12, 24).
Avem in total 9 triplete.

3. Se considera functia f: R — R, f (X) =3 - 2x
Sa se arate ca numerele (1), f(0) si f(-3) sunt termeni consecutivi ai unei progresii
geometrice.
Rezolvare: Numerele f(1), f(0) si f(-3) sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice
daci indeplinesc conditia [f(0)]? = f(1) - f(-3) si cum f(0)=3, f(1)=1 si f(-3)=9
obtinem 32=1-9 adevirat

4. Sa se determine a, b numere reale stiind ca numerele 2, a, b sunt in progresie
geometrica si 2, 17, a sunt in progresie aritmetica
Rezolvare: _avem conditia cd 2, 17, a sunt in progresie aritmetica,
deci 17 = 22 de unde se obtine a =32

-

Daci 2, a, b sunt in progresie geometricd avem ci a? = 2b si inlocuind a, avem 2b = 322, deci
2b=32-32,b=32-16,b=512.

BIBLIOGRAFIE:

[1] Ganga, M. (2008). Matematica manual pentru clasa a IX-a, editura Mathpress
[2] Gibilisco, S. Norman H. C. (2007). Mastering Technical Mathematics

[3] Colectiv autori (216). Culegere bacalaureat, Editura Campion
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PROBLEME DE LOC GEOMETRIC

Tatiana Maria VOICU

Colegiul National ,,Octavian Goga” Marghita, jud. Bihor, profesor de matematica,
tana69v@yahoo.com

Rezumat: Articolul propune spre aprofundare etapele de abordare a unei probleme de loc
geometric, caracterizarea mediatoarei, respective a bisectoarei ca loc geometric, teoreme ce
demonstreaza concurenta acestora intr-un triunghi, Toate aceste informatii pot fi utilizate cu
succes la ora de matematica.

Cuvinte cheie: loc geometric, mediatoare, bisectoare, concurenta.

Definitie: Figura geometrica formata din multimea tuturor punctelor care au aceeasi
proprietate se numeste loc geometric.

Dupa modul in care este formulata problema de loc geometric, distingem:
1) probleme in care locul geometric este precizat prin enunt;
2) probleme in care enuntul cere si determinarea locului geometric.

In rezolvarea problemelor de loc geometric trebuie parcurse urmitoarele etape:
1) Se construiesc puncte care au proprictatea locului geometric, aratand in acest fel ca
multimea punctelor locului geometric nu este vida.
2) Se observa elementele geometrice fixe sau de masura constanta precum si legatura lor cu
cele variabile, folosind proprietatile corespunzatoare cunoscute.
3) Pe baza celor stabilite la (2) si folosind eventual locuri geometrice fundamentale, se deduce
carei multimi de puncte 1i apartin punctele locului geometric.
4) Se demonstreaza ca:
a) Orice punct cu proprietatea locului geometric cerut apartine multimii stabilite.
Uneori in locul propozitiei (a) se foloseste una echivalentd: Orice punct care nu are
proprietatea enuntata nu apartine figurii.
b) Orice punct care are proprietatea enuntata apartine figurii.
In locul propozitiei (b) se foloseste una echivalenta: Orice punct care nu apartine figurii nu are
proprietatea enuntata.

Definitie: Mediatoarea unui segment este dreapta perpendiculara pe segment dusa prin
mijlocul acestuia. Existenta si unicitatea mediatoarei rezultd din faptul cd mijlocul unui
segment existd si este unic, perpendiculara printr-un punct al dreptei pe dreapta exista si este

unica.

%]

Teorema 1: Orice punct de pe mediatoarea unui segment
este egal departat de capetele segmentului.

Fig. 1.1

Demonstratie: Se considerd (AB),O € (AB), (OA) =
(OB) si M un punct de pe mediatoarea segmentului (AB)
(Fig.1.1). Daca M = O, afirmatia este evidentd. Daca
M#0, AAOM = ABOM (C.C.) si rezulta (AM) = (BM) ,
deci AM = BM.
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I Teorema 2: Orice punct egal departat de capetele unui
segment apartine mediatoarei segmentului.
Fig. 1.2

Demonstratie: Se considerd (AB) si M un punct astfel
incat (MA) = (MB) (Fig.1.2). Daca M€ (AB), atunci M
este mijlocul segmentului (AB) si apartine mediatoarei.
Daca M & AB, fie O mijlocul segmentului (AB), AAOM
= ABOM (LLL). Deci £240M = ABOM. Deoarece cele
doud unghiuri sunt si suplementare, rezultd ca MOL AB,
ceea ce Tnseamna ca MO este mediatoarea segmentului (AB).

A o

Concluzie: mediatoarea unui segment este locul geometric al punctelor egal departate de
capetele segmentului.

Un alt exemplu de loc geometric este bisectoarea unui unghi.

Definitie: Bisectoarea unui unghi este dreapta care trece prin intersectia a doua drepte
diferite, impartind unghiul format de cele doua drepte in doua unghiuri congruente.

Teorema 3: Bisectoarea unui unghi este locul
geometric al punctelor din interiorul unghiului egal
departate de laturile unghiului, reunit cu varful
unghiului.

Fig. 1.3

Demonstratie: a) Ardtam ca orice punct de pe
bisectoare este egal departat de laturile unghiului
(Fig.1.3). Fie4hOK, O varful unghiului, s bisectoarea
lui sipunctul M € s-{O}. Se noteaza cu A si B
h picioarele perpendicularelor din M pe h, respectiv pe
k. AOAM = AOBM (IU) , deci (MA) = (MB).
b) Aratam ca orice punct M egal departat de laturile unghiului situat in interiorul unghiului,
apartine bisectoarei. Se noteaza cu A si B picioarele perpendicularelor duse din M pe laturile
unghiului. Din (MA) = (MB), (OM) laturd comuni si £MAO = #MBO (90°) , deducem ci
AOBM = AOAM (IC) , de unde £ZA0OM = £BOM, deci OM bisectoare.
Pe baza proprietatilor de loc geometric ale bisectoarelor si mediatoarelor se pot
demonstra urmatoarele doud teoreme referitoare la concurenta bisectoarelor si mediatoarelor
unui triunghi.

& Teorema 4: Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sunt
concurente.
Fig. 1.4
Dem.: Din teorema transversalei rezultd ca bisectoarele
unghiurilor A si B intersecteaza pe (BC) si (AC) in cate un
punct D, respectiv E (Fig.1.3). Din aceeasi teorema rezultd ca
exista punctul {I}=(AD)N(BE = (BE)N(AD). Asadar {I}€ int
AZACB . Din proprietatea punctelor bisectoarei unui unghi
I rezultd ca d(I,BC) = d(LAB), dI,AB) = d(ILAC) si deci

B D . 344



STIINTE EXACTE S$1 STIINTE ALE NATURII, Vol. XV, 2023

d(ILLBC) = d(ILAC) si tindnd cont ca {I}€ int £ACBE, rezulta ca [CI este bisectoarea unghiului
C.

Teorema 5 Mediatoarele laturilor unui triunghi sunt
concurente.

Fig. 1.5

Demonstratie.: Fie un triunghi ABC si di, d2 mediatoarele
segmentelor (AB), respectiv (BC),{O}= diNd: (Fig.1.5).

Din proprietatea punctelor mediatoarei, deducem cd (OA) =
(OB) si (OB) = (OC), de unde (OA)=(OC), deci O apartine
mediatoarei segmentului (AC).

B 1 4, T c

Rezolvarea unor probleme de loc geometric
Pe langa bisectoare, mediatoare, cerc sau arc, luate ca locuri geometrice, se mai pot
adauga si:
e multimea punctelor situate la aceeasi distanta fata de o dreapta data d este reuniunea a

doua drepte paralele cu d, situate in semiplane diferite (Fig.2.1.);

e fiind datd o semidreaptd (AB, multimea punctelor M pentru care unghiul ZMAB are 0
masurad datd este reuniunea a doua semidrepte deschise, cu originea comuna in A, situate
in semiplane diferite fata de AB (Fig.2.2.).

M?
Fig 2.1 Fig. 2.2

Rezolvarea acestor probleme se realizeaza in doud etape: prima este aceea in care se
incearcd determinarea intuitivd a multimii respective, iar in etapa urmatoare se demonstreaza
efectiv ca aceasta multime este locul geometric cautat.

Problemele au urmatorul tip: pozitia unui punct M se determina dupa o reguld data in
functie de pozitia altor puncte si se cere sa se afle locul geometric al punctelor M atunci cand
unul sau mai multe din celelalte puncte sunt variabile si parcurg multimi date

In prima etapa se incearca gisirea unor puncte speciale ale locului geometric.

Determinarea a trei puncte ale locului geometric poate sugera daca este vorba despre
un segment de dreapta sau un arc de cerc, dupa care se incearca a se demonstra presupunerea
facuta. Astfel, daca se presupune cd punctul M descrie o dreaptd, se va demonstra, de
exemplu, ca M este la o distantd constanta de o dreapta datd sau cd AM formeaza unghi
constant cu o semidreaptd fixd. Daca se presupune ca este vorba despre un arc de cerc se va
ardta, de exemplu, ca punctele sunt la distantd constanta fata de un punct fix sau determind un
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unghi de masura constanta cu doud puncte fixe si este situat intr-unul din cele doua semiplane
determinate de punctele fixe.

Dupa ce s-a ardtat in acest fel ca punctele loculuigeometric apartin unei multimi M (o
dreapta, un cerc, un arc de cerc, etc), se aratd ca, reciproc, orice punct al multimii M apartine
locului geometric (in care caz locul geometric este M), sau daca acest lucru nu este adevarat,
se determind submultimea M1 a lui M care apartine locului geometricsi atunci locul
geometric cautat este My .

Exemplu:

Se da triunghiul ABC, dreptunghic in A. Proiectam in P, Q punctele B si C pe o
dreapta variabila d, care trece prin A. Sa se afle locul geometric descris de mijlocul M al
segmentului [PQ], cand dreapta d se roteste in jurul lui A.

Rezolvare:

Fie A', B', C' mijloacele lui [BC], [CA], [AB]. Daca d ia pozitia AB, atunci P=B si Q = A,
deci C' apartine locului geometric, la fel B'. Se observa usor ca daca d ajunge in pozitia AA',
punctul M este in A'. Deci A', B, C' apartin locului geometric, ceea ce ne conduce la
presupunerea ca locul cautat este cercul P circumscris dreptunghiului AC'A'B'. Urméand 1n
gand miscarea lui M cand d se roteste in jurul lui A, intuitia intareste presupunerea noastra, ea
devenind plauzibild dar nu sigura.

Este necesara o demonstratie care se face in doua etape.

a) Demonstram mai intai ca M € P.

Va trebui si aratam ca m(Zama') = 90°.

Paralela prin Al la BP si (CQ) intersecteazi pe d in mijlocul lui [PQ] (teorema paralelelor
echidistante), deci in M.

Cum BPL d, avem si A'M'Ld, deci m(zama') = 90°.

Rezulti ci M este situat pe arcul capabil de 90° fatd de [AA'], asadar (Fig.2.3).

Fig. 2.3

Aratam ca orice punct N € P

apartine  locului  geometric.

Dacd N#A, unim A cu N si

proiectam B si C pe AN in P’ si
Q' (Fig.2.4.).
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Fig 2.4

Unghiul ZANA' fiind inscris intr-un semicerc, este drept; rezulti ci BP', A'N, CQ' sunt
paralele echidistante si N este mijlocul lui [P'Q']. Asadar, N apartine locului geometric.

Daca N = A, se duce perpendiculara din A pe AA' si se proiecteaza pe ea B si C in P", Q".
Din nou se observa ca A este mijlocul segmentului [P"Q"], deci si 1n acest caz N apartine
locului geometric.

Deci, locul geometric descris de mijlocul M al segmentului [PQ], cand dreapta d se roteste
in jurul lui A este cercul P circumscris dreptunghiului AC'A'B'.

Concluzie: Asadar, problemele de loc geometric au fost intotdeauna o adevarata provocare
datoritd frumusetii si complexititii lor. Indemnandu-ne si cdutim, si intuim, si pasim
nesiguri, cu un sentiment de indoiald, ne oferd in schimb satisfactia reusitei, amplificata de
drumul oscilant, de risipa de incercari si intrebari.
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APLICATIILE DERIVATEI iN FIZICA

Marinel ZAHA

Scoala Gimnaziala nr. 1 Petreu, judetul Bihor, profesor de matematica, marinel.zaha@yahoo.com

Rezumat: /n aceasti lucrare vom discuta despre notiunile de vitezi si acceleratie in miscarea
rectilinie, viteza si acceleratia unghiulard, debitul unui lichid si intensitatea curentului electric
Cuvinte cheie: viteza, acceleratie, debit, intensitatea curentului electric

APLICATIILE DERIVATEI iN FIZICA

Marimile fizice se schimba cu timpul ( variaza in timp). O asemenea marime fizica se
scrie in matematica printr-o functie f(t), unde argumentul t semnifica timpul, iar valorile f(t)
ale functiei reprezinta masura marimii respective, la momentele t. De cele mai multe ori este
convenabil sa utilizim ecuatia y=f(t), unde y semnificd masura marimii respective. Este
important adesea sd se cunoascd “viteza de variatie” a unei marimi, care este 0 noud marime

D . ) df e :
fizica si a carei masura este derivata Py a functiei f in raport cu timpul.

1.VITEZA iN MISCAREA RECTILINIE
Sa consideram un mobil M 1in miscarea rectlinie (v. fig. 75). Daca alegem un punct de
referinta O, un sens pozitiv de parcurgere pe dreapta pe care se misca mobilul si un
moment initial t, =0, abscisa s a mobilului M la un moment t este data de o ecuatie
s=f(t)
numitd legea de miscare a mobilului.
S are semnificatia “spatiului parcurs de mobil” din momentul initial pana la momentul

t.
La inceputul capitolului , s-a definit viteza v(t,) a mobilului la un moment t, ca fiind
limita
. f)-f(,)
lim————=V(t).
t-tg t _to
Asadar

V(to) = f ,(to)
Adica, viteza in miscarea rectilinie este derivata spatiului in raport cu timpul.

o ) ds
Inscris; v=8"=—.

dt

Daca viteza este constanta spunem ca miscarea este uniforma. Miscarea mobilului este
uniforma daca si numai daca legea de miscare este de forma s=at + f(a, f €R).

Antr-adevir, dacd s=at + f atunci v=s'=a =ct. ; reciproc, daci viteza este constanti,
v=q =cCt.,adica s'=«a,atunci s=at+ f.

In paricular, daca viteza este nuld, v=0, atunci legea de miscare este S= /3 =ct.,
adica mobilul nu se misca. Reciproc, daca mobilul nu se misca, avem S = g =ct., deci
v=s'=0.

Viteza este pozitiva, daca si numai dacd mobilul se misca in sensul pozitiv al axei.

Intr-adevar, v >0 daca si numai daca functia f(t) este crescatoare.
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Aceasta inseamna ca daca t,< t,, atunci f(t;) < f(t,), deci mobilul se misca de la
s, = f(t,) las, = f(t,) insensul pozitiv al axei. In mod aseminitor:

Viteza este negativa, daca si numai daca mobilul se misca in sensul negative al axei.

Daca v(t,) =0 si daca inainte de t, si dupa t, viteza are semne diferite, atunci in
momentul t mobilul isi schimba sensul miscarii ( In acest moment mobilul “’se Intoarce”).

Daca Vv(t;)=0si dacd viteza are acelasi semn finainte si dupd t,, mobilul are un
moment de oprire in punctul s; = f(t,) dupd care isi continud miscarea in acelasi sens ca

si mai inainte.

2.ACCELERATIA iN MISCAREA RECTILINIE
”Viteza de variatie” a vitezei V cu care se miscd mobilul se numeste acceleratie.
Asadar:
Acceleratia in miscarea rectilinie este derivata vitezei in raport cu timpul sau
derivata a doua a spatiului in raport cu timpul.
Pentru acceleratie folosim litera a:

dv  d?s
a=—-= -
dt dt
Daca acceleratia este constantd, spunem cd migcarea este uniform acceleratd.
Miscarea mobilului este uniform acceleratd dacd si numai dacd legea de

miscare este de forma S =ot” + St + 7.
Intr-adevat, daca acceleratia este constantd a = A, atunci v = At + 3 si deci

s=%At2+ﬂt+y.

Reciproc, daci s = ot” + Bt + 7, atunci v = 2at + S, deci a = 2a =ct.
Miscarea mobilului este uniforma daca si numai daca acceleratia este nuld.
In adevar, miscarea este uniforma, s =at+ £, daca si numai dacd viteza este

constanta, V=« =ct., deci daca si numai daca acceleratia este nula, a=v'=0.
Un exemplu important de miscare uniform accelerata este caderea corpurilor in
vid, in care legea de miscare este:
1
s ==gt?.
2

Acceleratia miscaarii este egala cu acceleratia gravitationala g.

3.VITEZA SI ACCELERATIA UNGHIULARA
Sa consideram un mobil M care se misca pe o traiectorie circulara (fig. 106). Pozitia
mobilului in fiecare moment t este perfect determinata de unghiul la centru o format de
raza OM cu o dreapta fixa OA, masurat in sens trigonometric. Asadar, miscarea mobilului
este datd de o ecuatie o = f(t).

Unghiul la centru descris de mobil, in intervalul de timp dintre un moment t; si un alt
moment t, este f(t)— f(t,).
Raportul
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F) - ft)
t—1, A

se numeste viteza unghiulard medie
a mobilului in intervalul de timp de la

t, lat.
Limita
. f@)-f( , >
toty t_to 0

(daca exista si este finitd) se numeste viteza
unghiulard a mobilului in momentul t,.
Asadar:
Fig. 106
Viteza  unghiulara in  miscarea
circulara este derivata unghiului la centru, in raport cu timpul.

Daca viteza unghiulara este constantd, spunem ca miscarea circulard este uniforma.

Derivata a doua a unghiului la centru intr-o miscare circulara se numeste acceleratie
unghiulara.

Miscarea circulara este uniforma daca si numai daca acceleratia unghiulara este
nula.

4.DEBITUL UNUI LICHID

Sa consideram un lichid in scurgere printr-un tub. Sa notam cu Q(t) cantitatea de lichid
care trece printr-o sectiune a tubului, in intervalul de timp t, incepand de la un anumit moment
de referinta, pe care-1 notam cu 0.

Diferenta Q(t) —Q(t,) exprima cantitatea de lichid scursa intre momentele t, si t.

Daca in intervalele de timp egale se scurg cantitati egale , se spune ca scurgerea lichidului
are debit constant.

In acest caz se numeste debit cantitatea de lichid scursi in unitatea de timp.

Daca debitul lichidului nu este constant, consideram debitul mediu

Q) - QL)
t—t,
in intervalul de timp de la t, la t.
Limita
- Q t _Q t '
oty t_to

se numeste debitul scurgerii lichidului in momentul t;. Asadar:

Debitul este derivata cantitatii de lichid in raport cu timpul.

5.INTENSITATEA CURENTULUI ELECTRIC
Un curent electric care trece printr-un conductor se poate asemui cu un lichid in
scurgere printr-o conductd. Putem vorbi si in acest caz de cantitatea de electricitate
Q(t) scursa prin conductor intr-un timp t, incepand de la un anumit moment de referinta.

Putem vorbi de asemenea de debitul de electricitate. Debitul de electricitate se numeste
intensitatea curentului electric. Asadar:
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Intensitatea curentului electric este derivata cantitatii de electricitate in raport cu
timpul.
6.DENSITATEA UNEI REPARTITII LINIARE DE MASA

Problema definirii densitétii unei bare liniare a fost pusa, la inceputul acestui
capitol,ca una din problemele ce conduc la notiunea de derivata:
Densitatea unei repartitii liniare de masa este derivata masei in raport cu lungimea.

BIBLIOGRAFIE
[1] Colectiv de autori (1980). Analizd Matematica, Vol. | EDPB
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APLICATII ALE NUMERELOR COMPLEXE iN ALGEBRA.
PROBLEME DE MAXIM SI MINIM

Simona Gabriela ZAU

Liceul cu Program Sportiv ,,Bihorul” Oradea, judetul Bihor, profesor de matemetica,
simona_zau@yahoo.com

Rezumat: Lucrarea isi propune sd orienteze cititorul in ,,imaginara” teorie a numerelor
complexe, sd ofere strategii de rezolvare a exercitiilor cu aplicabilitate ale numerelor complexe in
algebra.

Cuvinte cheie: numere complexe-probleme de maxim si minim

Numirul reprezintd un punct important in dezvoltarea stiintei. Incercarea de a masura
dimensional obiectele a condus la extinderea semnificatiei de numar, astfel rezultatele
fundamentale utilizate in matematica studiatd azi isi are originile in antichitate. Cercetatorii au
fost preocupati de ceea ce ii inconjoard, iar momentul in care au inteles ca omul este o fiinta
superioard si pand la primele rezultate nu a fost decat un pas. Ce a urmat dupa studii si
cercetdri a condus la dezvoltarea tuturor domeniilor de activitate.

Teoria numerelor complexe este foarte utila in aplicatii, astfel s-a dovedit a fi un
mijloc pe deplin real, dar,,imaginar” in rezolvarea a numeroase probleme din diferite ramuri
ale mecanicii, fizicii sau tehnologiei.

Lucrarea isi propune sa orienteze cititorul in ,,imaginara” teorie a numerelor
complexe, sa ofere strategii de rezolvare a exercitiilor cu aplicabilitate ale numerelor
complexe in algebra. De asemenea urmareste indeaproape programa scolara, exercitiile si
problemele propuse au fost selectate din literatura de specialitate, manuale scolare, din
culegeri care cuprind subiectele propuse la concursurile scolare.

Aplicatia 1. Fie z,,z,,z, €C astfel incat |Zl| = |22| = |23| =r. Sa se afle minimul

9z |2—|z +2,+1 |2
expresiei: E = ! L

in functie de r.
|2, =2, |2, = 2] |25 - 2|

Solutie: Fie z, =a, +b,-i,z,=a, +b,-i,z; =a, +b, -i.
2, -2, =(a, —a,) + (b, ~b,
2, 2| =(a, —a, ) +(b, —b,
2, -z, = (a,—a,) +(b, - b,)
Avand cele trei egalitati obfinem:
2, -2, +|2, — 2| +|zs - 2| =2(a? + a2 + a2 )+ 2(b? +b? +b?)-2(a,a, +a,a, +aa,) -
—2(byb, +hyb, +bjb,)=3(aZ +a2 +a2)—(a, +a, +a,)* +3(b? +bZ +b? ) (b, +b, +hb, .
Exprimam numadratorul expresiei in functie de &, si b, ,i e 13.
dz,|* ~|z, +2, + 2| = 9(a12 + bf)—(al +a,+a,)° —(b, +b, +b,)’ (1)
Deoarece |z, =|z,| =|z,| avem a7 +b =a} +b; =a} +b} =
= 9(a? +b?)=3(a? +b?)+3(aZ +b? )+3(aZ +b?)=3(a? +a2 +a2)+3b? +bZ +b2) (2)

Din (1) si (2) = 9|zl|2 —lz,+ 2, + z3|2 =|z, - zz|2 +|z, - 23|2 +|z, - zl|2.
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|z, - 22|2 +|z, - 23|2 +|z, - zl|2

Astfel expresia devine: E =
2= 2,] [z, — 23| |2, - 2]

2 2 2
5 . a‘+b°+c
Notim a =z, —z,|, b =|z, — 2, c =|z; — z,|. Atunci E =~ unde a,b,c
a-b-c
sunt lungimile laturilor triunghiului determinat de imaginile numerelor complexe z,,z,, z,.
2 2 2
a“+b“+c” _ab+ac+bc 1 1 1 . 5 .
Astfel E = > =—+—+= cu ecgalitatea daca a=b =c. Dar stim ca
a-b-c a-b-c a b c

1 1 1 3 . . . L Lo
—+ b +=> % cu egalitate daca a=b=c, unde R raza cercului circumscris triunghiului.

a C

in cazul nostru |Zi| =r=R,ie l,_.?> deoarece numerele avand acelasi modul se afla pe cercul cu

V3

centrul in origine Osirazar . Prin urmare min(E) =—.
r

Aplicatia 2. Sa se determine maximul expresiei ‘ZZ +az +b[, unde

a,beRcand |7|=1, zeC.
Solutie:

r‘n‘ax‘z2 +az+b|= r‘n‘ax(z2 +az+b)z2+az+b)=
z|=1 z|=1

:r‘n‘ax(1+az+bz2 +az+a’ +abz +bz° +abz +b?)=
z|=1

=1+a’+b”+ mafla(1+ b)z +2)+b(z + ) —ZbJ:
=a +(b-1) +max|a(t+b)(z +2)+b(z +2) |

Fie z=x+iy pentru care x* +y? =1. Avem 2X=z+Z, deci

max 2* vaz +b‘ =a’+(b-1)" + 2m[<'31>1<][2bx2 +a(l+b)x].

Urmeaza o discutie in functie de pozitia varfului parabolei ,,2bx + a(1+ b)x"
fatd de intervalul [0,1] si de semnul coeficientului dominant b= 0. Cazul b=0 1l tratim

separat.
Discutie:
a) Daca b<0 si —% e[01] adica 0 <a(l+b)< -4b, atunci
2 2
max|z” +az +b| = (b-17 (4b-2’)
2= 4b
b) Daci b <0 si —M<O adica a(l+b)< 0 sau daci b >0 si _a(tf_;b)zo
adici a <0, atunci r‘n‘gz(‘zz +az+b|=a’+(b-1).
c)Daca b <0 si —M >1 adica a(l+b)>—4b saudaci b>0 si —M <0

adica a > 0, atunci r‘n‘aiu2 +az+b|=(a+h+1)
7|=
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- a-+1)’, pentrua >0
d) Daca b =0, atunci ma}i<22+az‘:{( +) p >

a’+1, pentrua<0

(Deoarece m‘a}x‘z +az|=a’ +1+ r‘n‘qi([a(z +7)]=a®+1+2 m[%>l<](ax)).

1 .. A .
—|. Sa se determine 1n functie de

Aplicatia 3. Fie aeRsi zeC", astfel incat a =z +
z

a,cea mai mare §i cea mai mica valoare a lui |Z| :
Solutie: Deoarece a >0, avem:
1/° 1. 1) e, 1 22477 | +(@2+2) -2 +1
= :(z+—j[z+tj:|z| +—+ = . =
d T )T T ey f
a’+2-+a'+4a®> a®+2++a*+4a’
> ,

2

—a+va’+4 a++a*+4

Aplicand formula radicalilor compusi rezulta ca: |Z|2 € 2 , asa ca

2
a+a’+4 . —a++a’+4

max|z| € — m|n|z| € I S— si ele se ating cand (z + 2)2 =0 adica z=-7.

a’=|z+

= 4" |7 (a? +a)+1=1z+2) <0= ||

Aplicatia 4. Sa se determine valorile extreme ale lui |z| , unde z e C si verifica relatia

‘22 +1‘:|z—

Solutie:
22 +1=]z-1 < (22 +1)z° —1): z—1)(2—l) adica

7" +(z+2) -2 +1=|z ~(z+

Avem (|z| —3|z| gj+{ z+Z)+1}—§:O,adicé
4 4 2
2 2
(|z|2—§j +(Z+Z+lj 3
2 2 2
Deci |z|2_§{_@,i} adica 07 < 3710
2 2 2
3++/10 ( _ 1)2 1
7| =\[—F— < |z+7+>| =0=Rez=-=.
2 2 4
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